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A maximum likelihood (ML) elv

A likelihood fogalma

o Likelihood: folytonos valtozénal a siirliségfliiggvény helyettesitési értéke adott ponton,
diszkrétnél a valésziniiség (tehat a valdszinliségi salyflggvény értéke adott ponton)

Ferenci Tamés tamas.ferenci@medstat.hu Regressziés modellek alternativ becslési lehet8ségei


tamas.ferenci@medstat.hu

A maximum likelihood (ML) elv

A likelihood fogalma

o Likelihood: folytonos valtozénal a siirliségfliiggvény helyettesitési értéke adott ponton,
diszkrétnél a valésziniiség (tehat a valdszinliségi salyflggvény értéke adott ponton)

o (Lehet tdbbdimenziés is)
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A maximum likelihood (ML) elv

A likelihood fogalma

o Likelihood: folytonos valtozénal a siirliségfliiggvény helyettesitési értéke adott ponton,
diszkrétnél a valésziniiség (tehat a valdszinliségi salyflggvény értéke adott ponton)

o (Lehet tdbbdimenziés is)

@ Nem mondhatunk valdsziniiséget helyette, hiszen folytonos esetben nem valésziniiségrol
van sz6 (csak gondoljunk bele, a slirliség siman lehet 1-nél nagyobb)
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A likelihood fogalma

o Likelihood: folytonos valtozénal a siirliségfliiggvény helyettesitési értéke adott ponton,
diszkrétnél a valésziniiség (tehat a valdszinliségi salyflggvény értéke adott ponton)

o (Lehet tdbbdimenziés is)

@ Nem mondhatunk valdsziniiséget helyette, hiszen folytonos esetben nem valésziniiségrol
van sz6 (csak gondoljunk bele, a slirliség siman lehet 1-nél nagyobb)

@ Részletesebben: folytonos valtozé minden adott konkrét értéket nulla valdsziniliséggel vesz
fel!
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A likelihood fogalma

o Likelihood: folytonos valtozénal a siirliségfliiggvény helyettesitési értéke adott ponton,
diszkrétnél a valésziniiség (tehat a valdszinliségi salyflggvény értéke adott ponton)

(Lehet tébbdimenziés is)

Nem mondhatunk valdsziniiséget helyette, hiszen folytonos esetben nem valésziniiségrdl
van sz6 (csak gondoljunk bele, a slirliség siman lehet 1-nél nagyobb)

Részletesebben: folytonos valtozé6 minden adott konkrét értéket nulla valdsziniiséggel vesz
fel!

@ De a likelihood mégis bir kézzelfoghat6 értelmezéssel: ezzel aranyos valdsziniiséggel esik a
valészinliségi valtozd az adott pont kis kornyezetébe
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A likelihood fogalma

o Likelihood: folytonos valtozénal a siirliségfliiggvény helyettesitési értéke adott ponton,
diszkrétnél a valésziniiség (tehat a valdszinliségi salyflggvény értéke adott ponton)

(Lehet tébbdimenziés is)

Nem mondhatunk valdsziniiséget helyette, hiszen folytonos esetben nem valésziniiségrdl
van sz6 (csak gondoljunk bele, a slirliség siman lehet 1-nél nagyobb)

Részletesebben: folytonos valtozé6 minden adott konkrét értéket nulla valdsziniiséggel vesz
fel!

@ De a likelihood mégis bir kézzelfoghat6 értelmezéssel: ezzel aranyos valdsziniiséggel esik a
valészinliségi valtozd az adott pont kis kornyezetébe

(A '80-as években kisérleteztek a ,valdszerliség” sz6 meghonositasaval erre...)
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A maximum likelihood (ML) elv

@ Ha ismerjiik a sokasagi paraméterek értékét és egy modellt a mintavételre, akkor meg
tudjuk mondani, hogy adott minta kijovetelének mekkora a likelihood-ja

Ferenci Tamés tamas.ferenci@medstat.hu Regressziés modellek alternativ becslési lehet8ségei


tamas.ferenci@medstat.hu

A maximum likelihood (ML) elv

A maximum likelihood (ML) elv

@ Ha ismerjiik a sokasagi paraméterek értékét és egy modellt a mintavételre, akkor meg
tudjuk mondani, hogy adott minta kijovetelének mekkora a likelihood-ja

o (Hiszen a modell épp ezt irja le, csak épp fiigg a sokasigi paraméterektdl, de ha azokat is
ismerjiik, akkor méar egy konkrét szdmot kapunk)
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A maximum likelihood (ML) elv

@ Ha ismerjiik a sokasagi paraméterek értékét és egy modellt a mintavételre, akkor meg
tudjuk mondani, hogy adott minta kijovetelének mekkora a likelihood-ja

o (Hiszen a modell épp ezt irja le, csak épp fiigg a sokasigi paraméterektdl, de ha azokat is
ismerjiik, akkor méar egy konkrét szdmot kapunk)

@ Az ML-becslés alapgondolata: ha nem ismerjiik a sokasagi paramétereket, akkor valasszuk
azokat becslésnek, amely mellett a leheto legnagyobb a likelihood-ja annak, hogy az a
minta j6jjon ki, ami ténylegesen ki is jott
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A maximum likelihood (ML) elv

@ Ha ismerjiik a sokasagi paraméterek értékét és egy modellt a mintavételre, akkor meg
tudjuk mondani, hogy adott minta kijovetelének mekkora a likelihood-ja

o (Hiszen a modell épp ezt irja le, csak épp fiigg a sokasigi paraméterektdl, de ha azokat is
ismerjiik, akkor méar egy konkrét szdmot kapunk)

@ Az ML-becslés alapgondolata: ha nem ismerjiik a sokasagi paramétereket, akkor valasszuk
azokat becslésnek, amely mellett a leheto legnagyobb a likelihood-ja annak, hogy az a
minta j6jjon ki, ami ténylegesen ki is jott

@ Jézan paraszti ésszel is ésszerii, de nagyon fontos felhivni a figyelmet, hogy ez nem
ugyanaz, mint hogy azt hatarozzuk meg, hogy mely paramétereknek a legnagyobb a
likelihoodja (forditott a feltételezés iranya!)
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@ Ha ismerjiik a sokasagi paraméterek értékét és egy modellt a mintavételre, akkor meg
tudjuk mondani, hogy adott minta kijovetelének mekkora a likelihood-ja

o (Hiszen a modell épp ezt irja le, csak épp fiigg a sokasigi paraméterektdl, de ha azokat is
ismerjiik, akkor méar egy konkrét szdmot kapunk)

@ Az ML-becslés alapgondolata: ha nem ismerjiik a sokasagi paramétereket, akkor valasszuk
azokat becslésnek, amely mellett a leheto legnagyobb a likelihood-ja annak, hogy az a
minta j6jjon ki, ami ténylegesen ki is jott

@ Jézan paraszti ésszel is ésszerii, de nagyon fontos felhivni a figyelmet, hogy ez nem
ugyanaz, mint hogy azt hatarozzuk meg, hogy mely paramétereknek a legnagyobb a
likelihoodja (forditott a feltételezés iranya!)

o (Ez az igazan kézenfekvd kérdés, csakhogy ez igényel ismeretet arrél, hogy a paraméterek
eloszlasa milyen még miel6tt egyaltalan mintat vettink volna — itt vélik el a
frekvencionista és a bayes-i statisztika)
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ML-elvii becsléssel!

@ Csindljuk meg Gjra ugyanazt az egyszerii példat amit az OLS-elvnél lattunk, de immar
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Egyszerl varhato érték becslés ML-elven

o Csindljuk meg Gjra ugyanazt az egyszerii példat amit az OLS-elvnél lattunk, de immar
ML-elvii becsléssel!

o Emlékeztetdill a modellink: Y ~ N (u,af,) (ahol o3 ismert) és erre van egy n elemii fae
mintank
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A maximum likelihood (ML) elv

Egyszerl varhato érték becslés ML-elven

o Csindljuk meg Gjra ugyanazt az egyszerii példat amit az OLS-elvnél lattunk, de immar
ML-elvii becsléssel!

o Emlékeztetdill a modellink: Y ~ N (u,org) (ahol o3 ismert) és erre van egy n elemii fae
mintank

@ A valddi varhato érték p, a feltételezett varhatd értéket, ami végigfut majd az 6sszes
lehetséges értékén, jeldlje m (és a legjobb érték, amit becslésként elfogadunk 1)
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Egyszerl varhato érték becslés ML-elven

o Csindljuk meg Gjra ugyanazt az egyszerii példat amit az OLS-elvnél lattunk, de immar
ML-elvii becsléssel!

o Emlékeztetdill a modellink: Y ~ N (u,org) (ahol o3 ismert) és erre van egy n elemii fae
mintank

@ A valddi varhato érték p, a feltételezett varhatd értéket, ami végigfut majd az 6sszes
lehetséges értékén, jeldlje m (és a legjobb érték, amit becslésként elfogadunk 1)

@ Minta igazabdl most az n elem egyiitt, tehat a minta likelihood-ja ennek az — n-dimenziés
— folytonos siirliségfliiggvénynek a helyettesitési értéke
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Egyszerl varhato érték becslés ML-elven

@ Szerencsére fae esetben ez szétesik szorzatta:

n n
1
Ln(¥) =K ) =fa(y) =] ) =]] :
i=1 i=1 1/2#03
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Egyszerl varhato érték becslés ML-elven

@ Szerencsére fae esetben ez szétesik szorzatta:

n )2
1 _(Yl m)
Lo (y) = fo (y) = Hf W=l 7 =
=114/ 7TO’0
_ 1 .67 " (Yiz_g%’)z
(27ro*0)"/2

o Célszerlibb ennek a maximalizaldsa helyett inkabb a logaritmusat maximalizalni (a
logaritmus monoton transzformacid, igy a logaritmalt maximum ugyanott van, mint az
eredeti maximuma):

In(y) =108 L (y) = — 2 log (2703 + 3 -7

2032
i=1 0
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o A maximalizalashoz derivéljuk m szerint:

dim (y)
dm

=32 2200 ™ (-]
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Egyszerl varhato érték becslés ML-elven

@ A maximalizélashoz derivaljuk m szerint:

din(y) 1 4
dm ‘275;2(%—”7)-(—1)

o Tegyiik egyenlové nullaval és oldjuk meg:

20222 yi—m) - ( _0;»22
i=1

D1 Vi
n

= ML =
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Egyszerl varhato érték becslés ML-elven

@ A maximalizélashoz derivaljuk m szerint:

dim(y) 1
dm —‘275;2(%—'”)-(—1)

o Tegyiik egyenlové nullaval és oldjuk meg:

202’2;2 yi—m) - ( _0;»22 =0
21 Yi
n

= UML =

o (A masodik derivalt pedig — negativ, tehat ez tényleg széls6érték, és tényleg

_n_
202"
maximum)
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G/M\L = arg max L (y)
t
@ Ha a mintank fae, akkor:

n
O = argtmaxz ke (yi)

i=1
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Az ML-becslés altalaban

HM/\L = arg max L (y)
t

@ Ha a mintank fae, akkor:
Q/I\A\L = arg maxz ke ()/i)
vt o

@ Az ML-becslés valésziniiségi modellt igényel (az OLS-becslésnél ez nem volt gy, igazabdl
elég volt az, hogy legyen egy predikalt értékiink, az kijohetett barhogy), de cserében egy
sor kellemes tulajdonsaggal bir
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A maximum likelihood (ML) elv

Az ML-becslés altalaban

Ouir, = arg max L (y)
t

@ Ha a mintank fae, akkor:
n
O, = arg maxz k (vi)
o=
@ Az ML-becslés valésziniiségi modellt igényel (az OLS-becslésnél ez nem volt gy, igazabdl

elég volt az, hogy legyen egy predikalt értékiink, az kijohetett barhogy), de cserében egy
sor kellemes tulajdonsaggal bir

o (Altaldban, tehat pusztan amiatt, hogy ML-becslésrdl van szé: fiiggetleniil attél, hogy mi
a probléma, ezeket a tulajdonsdgokat pusztdn az ML-becslés mivolt miatt megkapjuk!)
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Az ML-becslés tulajdonsagai

Jelesiil egy ML-becslés elég altalanos koriilmények kozott
@ konzisztens
@ aszimptotikusan torzitatlan
@ aszimptotikusan hatasos
°

aszimptotikusan normalis

invarians (g () ML-becslése g (G/M\L) ha g egy kolcsdndsen egyértelmii figgvény)
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A maximum likelihood (ML) elv

Linearis modell becslése ML-elven

@ De ezt az ML-elvet nem lehetne a sima linedris modellre is raereszteni (hogy
megbecsiiljiik, de masképp mint eddig, OLS-elven)? Dehogynem!
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A maximum likelihood (ML) elv

Linearis modell becslése ML-elven

@ De ezt az ML-elvet nem lehetne a sima linedris modellre is raereszteni (hogy
megbecsiiljiik, de masképp mint eddig, OLS-elven)? Dehogynem!

o Egyetlen dologra van sziikségiink: itt mindenképp fel kell tenniink valamit a hibatag
eloszlasardl (kilonben az eredményvaltozéra nem lesz eloszlasunk, anélkiil pedig
likelihood-unk sincs)
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A maximum likelihood (ML) elv

Linearis modell becslése ML-elven

@ De ezt az ML-elvet nem lehetne a sima linedris modellre is raereszteni (hogy
megbecsiiljiik, de masképp mint eddig, OLS-elven)? Dehogynem!

o Egyetlen dologra van sziikségiink: itt mindenképp fel kell tenniink valamit a hibatag
eloszlasardl (kilonben az eredményvaltozéra nem lesz eloszlasunk, anélkiil pedig
likelihood-unk sincs)

o Tegyiik fel a normalitast (és a szferikélis hibakat, tehat, hogy az € kovarianciamétrixa o?l)
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A maximum likelihood (ML) elv

Linearis modell becslése ML-elven

@ De ezt az ML-elvet nem lehetne a sima linedris modellre is raereszteni (hogy
megbecsiiljiik, de masképp mint eddig, OLS-elven)? Dehogynem!

o Egyetlen dologra van sziikségiink: itt mindenképp fel kell tenniink valamit a hibatag
eloszlasardl (kilonben az eredményvaltozéra nem lesz eloszlasunk, anélkiil pedig
likelihood-unk sincs)

o Tegyiik fel a normalitast (és a szferikélis hibakat, tehat, hogy az € kovarianciamétrixa o?l)

o Ekkor ugyanis Y eloszlasa is normalis, mégpedig Xb varhatéértékkel és a2l

kovarianciamétrixszal (hiszen Y = éb +¢e)
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A maximum likelihood (ML) elv

Linearis modell becslése ML-elven

@ De ezt az ML-elvet nem lehetne a sima linedris modellre is raereszteni (hogy
megbecsiiljiik, de masképp mint eddig, OLS-elven)? Dehogynem!

o Egyetlen dologra van sziikségiink: itt mindenképp fel kell tenniink valamit a hibatag
eloszlasardl (kilonben az eredményvaltozéra nem lesz eloszlasunk, anélkiil pedig
likelihood-unk sincs)

o Tegyiik fel a normalitast (és a szferikélis hibakat, tehat, hogy az € kovarianciamétrixa o?l)

o Ekkor ugyanis Y eloszlasa is normalis, mégpedig Xb varhatéértékkel és a2l
kovarianciamétrixszal (hiszen Y = éb +¢e)

@ Mivel azt mondtuk, hogy b az (ismeretlen) sokasagi paraméterek éppen feltételezett
értéke; ebben fogunk majd maximalizalni

Ferenci Taméas tamas.ferenci@medstat.hu Regressziés modellek alternativ becslési lehet8ségei


tamas.ferenci@medstat.hu

A maximum likelihood (ML) elv

Linearis modell becslése ML-elven

@ De ezt az ML-elvet nem lehetne a sima linedris modellre is raereszteni (hogy
megbecsiiljiik, de masképp mint eddig, OLS-elven)? Dehogynem!

o Egyetlen dologra van sziikségiink: itt mindenképp fel kell tenniink valamit a hibatag
eloszlasardl (kilonben az eredményvaltozéra nem lesz eloszlasunk, anélkiil pedig
likelihood-unk sincs)

o Tegyiik fel a normalitast (és a szferikélis hibakat, tehat, hogy az € kovarianciamétrixa o?l)

o Ekkor ugyanis Y eloszlasa is normalis, mégpedig Xb varhatéértékkel és a2l
kovarianciamétrixszal (hiszen Y = éb +¢e)

@ Mivel azt mondtuk, hogy b az (ismeretlen) sokasagi paraméterek éppen feltételezett
értéke; ebben fogunk majd maximalizalni

o Irhattuk volna azt is, hogy Y; = K,-Tb + €; és hozzatessziik, hogy a kiilonbdzé megfigyelési
egységek fuggetlenek
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o A log-likelihood (a masodik megkdzelitésbdl felirva):

0 (v — xTb)
—glog (27r02>+;—(yl szl b)
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A maximum likelihood (ML) elv

Linearis modell becslése ML-elven

o A log-likelihood (a masodik megkozelitésbdl felirva):

XTb)

—flog (27m ) +Z (

@ A log-likelihood (az els6 megkdzelitésbdl felirva, a tébbvaltozds normalis siiriisége

1 —L(x—p)"CHx—p)).
)

_g log (27702) - % (y Xb) (y _éb)
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A maximum likelihood (ML) elv

Linearis modell becslése ML-elven

o A log-likelihood (a masodik megkozelitésbdl felirva):

XTb)

—flog (27m ) +Z (

@ A log-likelihood (az els6 megkdzelitésbdl felirva, a tébbvaltozds normalis siiriisége

1 —L(x—p)"CHx—p)).
)

~Zlog (200%) — 555 (1~ xb) (3~ xb)

T
@ Ha ezt b-ben maximalizaljuk, az ugyanaz, mint (X—Kb) (X —éb)-t b-ben

minimalizalni
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A maximum likelihood (ML) elv

Linearis modell becslése ML-elven

o A log-likelihood (a masodik megkozelitésbdl felirva):

XTb)

—flog (27m ) +Z (

@ A log-likelihood (az els6 megkdzelitésbdl felirva, a tébbvaltozds normalis siiriisége
. e_%(x_“)-rcil(x_l")):

e ane) - o 20) (v 20)

1
(27)"/2 det C1/2

T
@ Ha ezt b-ben maximalizaljuk, az ugyanaz, mint (X_éb) (X —éb)-t b-ben
minimalizalni

@ ..de hat ez épp az amit az OLS-nél mar megoldottunk!
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Linearis modell becslése ML-elven

o A log-likelihood (a masodik megkozelitésbdl felirva):

XTb)

—flog (27m ) +Z (

@ A log-likelihood (az els6 megkdzelitésbdl felirva, a tébbvaltozds normalis siiriisége
. e_%(x_“)-rcil(x_l")):

_g log (27702) - T; (7 - éb) ' (Z o éb)

T
@ Ha ezt b-ben maximalizaljuk, az ugyanaz, mint (X_éb) (X —éb)-t b-ben
minimalizalni

1
(27)"/2 det C1/2

@ ..de hat ez épp az amit az OLS-nél mar megoldottunk!
. _— -1
o Ugyhogy az eredményt mar tudjuk: B = <éTé) éTX
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Linearis modell becslése ML-elven

@ A lineéris regressziés modell esetén tehat az ML-becslés és az OLS-becslés egybeesik
(ebbdl adéddan a tulajdonsagaik is azonosak)
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A maximum likelihood (ML) elv

Linearis modell becslése ML-elven

@ A lineéris regressziés modell esetén tehat az ML-becslés és az OLS-becslés egybeesik
(ebbdl adéddan a tulajdonsagaik is azonosak)

@ De az ML-hez fel kellett tenni a hibanormalitast, az OLS-nél erre nem volt sziikség
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