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. Ut a regressziés modellekhez

Jelolésrendszer

o Az eddigi példakbdl is lathatd, hogy van egy véaltozd, aminek az alakuldsit le
kivanjuk {rni, amit modellezni akarunk, ennek neve eredményvaltozé (vagy fiiggd
valtozd, angolul response), jele Y

o Es vannak valtozok, amikkel le akarjuk az eredményvaltozét irni, amikkel model-
leziink, ezek nevei magyaréazé valtozék (vagy fiiggetlen valtozok, angolul predic-
tor), jelik X; (i =1,2,...,k)

e Az eredményvaltozé a vizsgalt kimenet, a magyarazo valtozok az azt — potencia-
lisan — befolyasol6 tényezOk (tehat a fontos, vizsgalt valtozok és a — potencidlis —
confounderek egyarant)
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Kitéro: szimultaneitas

o Latszik, hogy eredményvaltozébdl csak egyet engediink meg

e Ha t6bb lenne, akkor legfeljebb kiilon-kiilon foglalkozunk mindegyikkel — mond-
hatjuk elsé ranézésre

e Ez nem igaz azonban akkor, ha valtozék kdlcsondsen hatnak egymasra

o Példaul nem csak a rendori erék létszama hat a bilinézésre (j6 esetben...), hanem
forditva is, hiszen a multbeli blindzési adatok szamitanak a rendéri vezetésnek
akkor, amikor hataroz a rendori erék telepitésérol

e Ez a szimultaneitas problémaéja

o Most nem foglalkozunk vele (tobbegyenletes 6konometria, szimultdn modellek fe-
dénevek alatt lehet vele talalkozni)

Ha médunkban allna a varosokba wvéletlenszeri, mennyiségii rendori allomanyt telepi-
teni, majd lemérni a blinozési ratdkat, akkor konnyen meg tudnank hatarozni, hogy az
el6bbi hogyan hat az utdbbira. A valésdgban ilyet nem tehetiink, hiszen ezt a rendérség
koézpontilag hatarozza meg, rdaddsul gy — és most ez lesz a lényeg —, hogy az nem fiig-
getlen a biintzéstol: ahol magasabb, oda inkdbb vezényel tobb rendért. A kettd tehdt
kélcséndsen hat egymaésra.

Utban a regressziés modellek felé

e Az X-ek hatnak az Y-ra.. ezt kellene megragadni matematikailag!

e De hét erre ismeriink egy j6 matematikai objektumot, ami pont ezt irja le:

Y = f(X1,Xo,...,Xy)

e A kés6bbiekben erre azt fogjuk mondani, hogy ez egy statisztikai modell

e Nehéz lenne vitatkozni ennek az altalanossagaval, csak épp...

Sztochasztikussag

e A 6 probléma, hogy a modell azt feltételezi, hogy az Y és az X-ek kapcsolata
determinisztikus

e Szinte teljesen mindegy is, hogy mi az Y és mik az X-ek, hogy mi a vizsgdlt prob-
léma, a tarsadalmi-gazdasagi jelenségek vizsgdlata kapcsan lényegében altalanosan
kijelenthetd, hogy ez irrealis



o Egy kozépiskolai fizika-kisérletben ez lehet jé kozelités (megj.: igazabdl ott sem,
mert vannak mérési hibék — legfeljebb elhanyagoljuk 6ket), de itt szinte kizéart, hogy
fiiggvényszerit médon meghatarozzak a magyarazé valtozdk az eredményvaltozot

o A val6di modell sztochasztikus kell legyen:

Y:f(Xl,XQ,...,Xk)—l-{f

o Rovid jelolésként az X-eket gyakran egy vektorba vonjuk 6ssze: Y = f(X) +¢
o Azilyen f-et hivjuk (sokasigi) regressziéfiiggvénynek

e £ neve: hiba

2. Regresszié a sokasagban
Sokasag és minta

e Ez az egyenlet egy sokasdgi modell: azt irja le, hogy a valésag hogyan mikodik
o Ezt persze mi nem tudhatjuk, majd mintabdl kell kitaldlnunk (megbecsiilniink)
o Egyeldre ezzel ne torodjiink, és vizsgaldodjunk tovabb a sokasidgban

o A nem-kisérleti jelleg miatt az az értelmes modell, ha mind az eredményvaltozét,
mind a magyaraz6 valtozdkat — és igy persze e-t is — valdszinliségi valtozénak
vessziik, melyeknek eloszldsa van (ezért hasznaltunk eddig is nagy betiiket!)

A sokasag leirasa

e Most valszdmos emberek lesziink: gy vessziik mintha ismernénk a sokasigot

o (Valdjaban persze csak a mintan keresztiil tudunk ra kovetkeztetni, de a valszdmos
nézopont épp azt jelenti, hogy ezzel nem térédink: tgy vessziik, hogy nalunk van a
bolesek kove, azaz valahonnan tudjuk, hogy mi ,,az” eloszlas, egyelore nem torédve
azzal, hogy ezt igazabdl honnan is tudhatjuk)

o Mit kell ismerniink? Nem egyszertien Y és X1, Xo,..., X eloszldsait (kiilon-
kiilén), hanem az egyiittes eloszldsukat

A sokasag értelme

o Ezt Ugy kell elképzelniink mint egy k£ 4 1 dimenziés teret: minden pont egy adott
magyarazé- €s eredményvaltozé-kombindcié (ami adott eloszlas szerint eléallhat:
van ami gyakrabban, van ami ritkdbban)



o (Ha az X-eket rogzitjik, akkor egy olyan egydimenziés eloszlast kapunk, ahol a
becsiilt érték mindenhol ugyanaz, mikézben persze a — valédi — Y nem: épp ez a
hiba oka)

e A tér minden pontjdban valamekkora a hiba (becsiilt és tényleges kiilonbsége),
ennek persze az eloszlasat épp az hatdrozza meg, hogy milyen a k + 1 dimenzids
téren a struségfiiggvény: ha valahol kicsi, akkor az ottani hiba kis hozzajarulast
fog adni az ¢ eloszlasihoz

Példa a sokasag valésziniiségi leirasara
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Ez egy kétvaltozos eloszlas egyiittes siirliségfliggvénye; itt az egyik valtozo jatssza
a magyarazo-, a masik az eredményvaltozo szerepét. Mint slriségfiggvény, igaz ra,
hogy tetszéleges tertilet felett kiszamolva a gorbe alatti térfogatot (azaz kiintegralva a
fiiggvényt), megkapjuk annak a valésziniiségét, hogy a valdszinliségi valtozé a kérdéses
teriiletre esik.

Elaruljuk, hogy a fenti eloszlas tobbvaltozds normalis (kés6bb ennek majd jelentosége
422 0,6 - 20 - 42
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lesz), p = 9% varhatoérték-vektorral és C = <0’ 620 . 42 902 kovariancia-

matrixszal.

Példa a sokasag valdsziniiségi leirasara



Ez ugyanaz mint a fenti stirtiségfiiggvény, de ,szintvonalakkal” leirva (azaz kiilonbozé
z magassagokban elmetszettiik a stiriiségfiiggvényt és a kapott metszeteket dbrazoltuk).
Belathato, hogy tobbvaltozds normalis esetén ezek mindig ellipszisek. (Ugy, hogy az
ellipszis kozéppontjat a varhatoérték-vektor adja meg, a tengelyek a kovariancia-métrix
sajatvektorainak iranyaba mutatnak, féltengelyeik hossza pedig a kovariancia-matrix
megfelel$ sajatértékeivel ardnyos.) A fenti abrat rdaddsul ugy képeztiik, hogy a metsze-
tek adott valészinliségii teriiletet hataroljanak; a legnagyobb tertiletii ellipszisrol példaul
az mondhato el, hogy teriiletére épp 95% valdszintiség esik a fenti eloszlasbdl. Ez tehét
lényegében a 0,95-0s ,kvantilis-ellipszis”. (A fentiek miatt az ilyen értelmi régiok tobb-
valtozds normélis eloszlas esetén jol meghatarozottak.) A fenti dbra ezt a 0,01, 0,05, 0,1,
0,5, 0,9, 0,95 és 0,99 valészintiségekhez tartozé ellipsziseket adja meg.

Ezt az abrazolast szokas ’contour plot’-nak nevezni, elénye, hogy — a haromdimenzids
érzékeltetéssel szemben — nem érzékeny a nézépont megvalasztasira, részek nem takar-
nak ki masokat stb. (Am cserében nyilvan informacio-vesztéssel jar, ami azzal aranyos,
hogy milyen stirtin képezziik a metszeteket.)

Az optimalis regressziofiiggvény definialasa

o Mit neveziink ,legjobb” f-nek? Ehhez nyilvan definidlni kell, hogy mit értiink
josag alatt...

o Természetes elvaras, hogy a tényleges érték (V') és a modell szerinti érték (f (X1, Xo, . ..

méas szoval becsiilt vagy predikdlt érték) minél kozelebb legyen egyméshoz, azaz,
hogy ¢ kicsi legyen
e Az mar dontés kérdése, hogy mit értiink ,kicsi” alatt; tipikus valasztés:

— mivel € is egy val. valtozd, igy a varhat6 értékét vessziik (az mar egyetlen
szam, amit lehet minimalizalni)

— és hasznéljuk a négyzetét (hogy — egy matematikailag kényelmesen kezelhet6
fiiggvénnyel — megszabaduljunk az el6jelétdl)

, Xk),



o A varhaté érték azért is fontos, mert jol kifejezi, hogy ,,ott kevésbé szamit a hibazas,
ami kevésbé gyakran fordul el6”

Az optimalis regressziofiiggvény meghatarozasa

Igy tehat a feladat:

argminE [Y — f (X)]”
f
o Egészen abszurdan hangzik (az osszes 1étez6 fiiggvény korében keressiink optimu-
mot?), de megoldhato!

e A megoldas a feltételes varhaté érték:

fopt(x):E(Y’X:X)

e Ez az eredmény teljesen univerzdlis, semmit nem tételeztiink fel f-rol!

o (Emlékeztetiink ra, hogy ha E (Y | X = X) egy f (x) transzformaciot definidl, ak-
kor E (Y | X ) alatt f (X)-et értjik — ez tehat egy valdsziniiségi valtozo)

Barmilyen meglepd, de nem is olyan rettenté nehéz megoldani ezt az optimalizacios
problémat. Legyen fop: a feltételes varhaté érték, f pedig egy tetszdleges k-véaltozos
fuggvényt. Alakitsuk at a kritériumfiiggvényt:

E[Y — f(X)]* =E[Y — fopt (X) + fops (X) — f (X)]” =
=E[Y — fopt (X)) + E{ [V = fop (X)] [fope (X) = £ (X)] } +
+E [fopt (X) = £ (X)]*.

A kézépsé tag szerencsére nulla, ezt toronyszaballyal lathatjuk be:
E{[Y ~ fopr (X)] [fope (X) — £ (X)]} =
=E {E {1V = fopr (X)) [fopt (X) = £ (X)] } | X} -
= E{ [fopt (X) ~ Jopr (O] E [Jopr (X) — [ (X)] | X} =0,
{oy azt kaptuk, hogy

E[Y — [ (X)) =E[Y — fops (X)) +E [fopt (X) — £ (X)]?,

amibdl mar csakugyan lathato, hogy fopt a legjobb vélasztés, hiszen az elsd tagra nincsen
rahatasunk (mi ugye f-et éllitjuk), a masodik tag pedig egy négyzet varhat6 értéke, igy
0-nal kisebb nem lehet, de az csakugyan elérhetd, ha f-nek fope-ot valasztjuk.



A feltételes varhatéérték — emlékeztetd
Az egyiittes eloszlast ,elmetssziik” a feltétel (példdul x = 150) pontjaban:

Q)

A feltételes varhatéérték — emlékeztetd
Az igy ,kimetszett” eloszlds még nem eloszlas, mert nem 1-re normalt...
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A feltételes varhatéérték — emlékeztetd
.. de osztva a tényleges integraljaval (ami persze a peremeloszlds értéke a feltétel
pontjaban) kapjuk az igazi feltételes eloszlast:
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A feltételes varhat6érték — emlékeztetd
Ennek a vérhatoértéke az adott feltétel melletti feltételes varhatoérték (E (Y | X = 150) =
46,9)
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3. Az optimalis sokasagi regresszio
Optimalis sokasagi regresszié szamitasa

o Ez tehat — legalabbis elvileg — pusztdn a sokasagi eloszlas ismerete alapjan kisza-
mithatd, csak némi integralast igényel

o Csakhogy: az integral gyakorlati kiszamitasa még egyszerii eloszlasokra sem feltét-
leniil egyszeri

o Egy nevezetes kivétel lesz, a tobbvaltozos normalis elszolas

Optimalis sokasagi regressziéo normalis eloszlasnal
Az optimalis becslés egy pontnal:



Optimalis sokasagi regressziéo normalis eloszlasnal
Szamitsuk ki tobb pontra is:
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Optimalis sokasagi regresszié normalis eloszlasnal
Amit latunk, az nem véletlen:
Ha Y és X egylittes eloszlasa normalis, akkor

E(Y | X) =EY + CyxCy (X - EX).
Azaz irhatjuk, hogy

E(Y | X) =fo+f1X1+ BoXo+ ... + BrXk.
ha bevezetjiik a
Bo =EY — CyxCyyEX
és a
T —1
(51 Pa - 5k) =CyxCyxyX

jeloléseket.
Tobbvaltozos normalis eloszlasnél tehat specidlisan a regresszidfiiggvény linearis lesz.



Erdemes megfigyelni (ez kétvaltozds esetben jol érzékelhetd vizudlisan is), hogy a reg-
resszi6fiiggvény nem a kvantilis-ellipszis nagytengelye (tehét a korreldcidés métrix meg-
felel§ sajatvektora) irdnyaba mutat! (Hanem az ellipszis ,vizszintesen széls6” pontjain
megy at.)

Kétvaltoros (X,Y) esetre: E (Y | X) = EY + <G (X —EX). Két észrevétel
ennek kapcsan:

o Korreldcié megjelenése: E (Y | X) = EY + % (X -EX) = EY + % '
corr (X,Y) - (X — EX).

e Alinearitds megjelenése itt: E (Y | X) = BY +224XY) (X —EX) = (EY _ cov(XY)

D2X D2X
X - G0 azas B (Y | X) = By + B1X, ha By = (EY - 4670 - EX) 65 g1 =
cov(X,Y)
DZX -
A hibaalak

o Altaldban is értelmes tehat a kovetkez6 dekompozicié (a modell ,error form”-ja):
Y=E(Y|X)+e

e Y mindig felirhat6 igy! Csak majd E (Y | X ) helyébe irjuk be a mi konkért filigg-
vényformankat, példaul azt, hogy By + 51 X1 + BoXo + ... + B Xk

e Megjegyzés: amikor ilyet hasznalunk, azaz a fiiggvény strukturajat megadjuk, csak
egy vagy tobb — valds szam — paramétert hagyunk ismeretleniil, akkor paraméte-
res modellrél (paraméteres regressziordl) beszéliink

e Lehetne az E (Y | X ) anélkiil probalni kozeliteni, hogy barmilyen konkrét fiigg-
vényforma mellett elkotelez6dnék (nem-paraméteres modell), de ezekkel most nem
fogunk foglalkozni

Lényegében arrél van szo, hogy szétbontjuk az eredményvaltozé alakuldsat egy 'ma-
gyardzovaltozokkal elérhetd legjobb becslés’ (mar lattuk: a feltételes varhatoérték) és
egy 'maradék hiba’ részre (ami marad). A regresszidanalizis a feltételes eloszlasra kon-
central! Ezért elvileg olyasmit kéne irnunk, hogy ,, (Y | X ) =K (Y | X ) +¢”, de ezt nem
tessziik (az (Y | X ) objektumot nem szokas definialni), ehelyett a bal oldalra siman Y-t
frunk (de ne feledjiik, hogy ez feltételes).

A hiba egy fontos tulajdonsaga

o Az el8bbiekbdl kovetkezik, hogy E (£ | X) = 0 (hiszenE (¢ | X) = E (Y -E(Y|X)

E (Y | X ) - E (Y | X ), a kétszeres viarhatd érték-vétel nyilvdn ugyanaz, mint az
egyszeres)

o KésObb fontos lesz, ha mindezt igy fogalmazzuk meg: ha tényleg a jo E (Y | X )—t
hasznaljuk becslésre, akkor a hiba az el6bbi tulajdonsagu kell legyen
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4. Modellminosités a sokasagi regresszioban
Modellmindsités

« Mivel E (e | X) = 0, igy cov (¢, X;) = 0 és emiatt cov (g, Bo + S1.X1 + foXo + ... + BpXy) =
0 is

o Igyigaz, hogy D?Y = D? (Bo + B1 X1 + B2 Xa + ... + BpXy) +D%e (varianciafelbon-
tas)
Magyarazott variancia szemlélet

o Képzeljiik el, hogy latjuk az embereket, de csak a fizetésiiket: az elsének 100 egység,
a masodiknak 123, a harmadiknak 500, a negyediknek 83, és igy tovabb

« Nem értjiik, hogy miért van ez a szérédas, ez a variancia (D*Y)

o Megismerjiik az oktatottsdgukat — ez megmagyardzza a variancia egy részét (pl.
kideriil, hogy az elsének csak 8 dltaldnosa van, de a masodiknak érettségije)

o Persze ez sem magyardaz mindent: lehet, hogy a negyediknek szintén 8 altaldnosa
van, és mégsem keres 100 egységet

e Ha tjabb magyarizé valtozdkat ismeriink meg, akkor még tovabb csokkenhet ez a
meg nem magyarazott variancia (D%¢)...

Az elébb latott felbontds tehat nem csak ,statisztikai atalakitds”, hanem kézzelfoghatd
tartalom van mogotte!

Modellmingsités ,,magyarazott variancia hanyad” elven

o Ertelmes tehat azt mondani, hogy a D?Y variancidbol D2 (Bo + b1 X1 + BaXo+ ... + B Xk)
az, amit ,megmagyardzott” a modelliink, D% az, amit nem

o Ezért az

DY -D% . D%

- DY  © D¥

a modell jésdganak mutatéja lesz (0 < R? < 1), a fenti ,megmagyarazott varian-
cia” értelemben, neve: tobbszoros determinacios egyiitthaté

R2

Erdemes észrevenni, hogy

cov (B + 1 X1+ foXo+ ...+ BiXp, Y) =cov (Y —e,Y) =D?*Y —cov (e,Y) =
=D%Y —cov(e,e + fo + 1 X1 + foXo + ... + B Xp) = DY — D% =
= D? (ﬁo + 51 X1+ B Xo+ ...+ Bka)
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azaz a fent definidlt R? nem més, mint

o (Bo+ 51Xy + BaXo+ ...+ BiXp,Y) _
DY
[cov (Bo + B1X1 + BoXo + ... + B Xp,, V)]

D2Y - D2 (B + f1X1 + B2 X + ... + B Xp)

tehat Y és By + B1X1 + B2 Xo + ... + Bp X kOzti korrelacié négyzete. Ennél azonban
tobb is igaz: bebizonyithatd, hogy az X1, Xo,..., X valtozdk bdrmely linearis kombi-
nacidja koziil sziikségképp a Bg + S1X1 + B2 Xo + ... + B Xg-nek lesz a legnagyobb a
korrelaciénégyzete az Y-nal. A linedris regresszié tehat ugy is megfogalmazhat6, mint
ami a magyarazo valtozdk azon linearis kombinaciéjat keresi meg, melyek a legjobban
korrelaltak az eredményvaltozdval!
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