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Jeldlésrendszer

o Az eddigi példakbdl is lathatd, hogy van egy valtozé, aminek az alakuldsat le kivanjuk irni,
amit modellezni akarunk, ennek neve eredményvaltozé (vagy fliggd valtozd, angolul
response), jele Y

o Es vannak valtozok, amikkel le akarjuk az eredményvaltozét irni, amikkel modelleziink,
ezek nevei magyarazo valtozok (vagy fuggetlen valtozdk, angolul predictor), jelik X;
(i=1,2,...,k)

@ Az eredményvaltozé a vizsgalt kimenet, a magyarazé valtozdk az azt — potencialisan —
befolyasolé tényezSk (tehat a fontos, vizsgélt valtozdk és a — potencidlis — confounderek
egyarant)
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Kitéro: szimultaneitas

o Latszik, hogy eredményvaltozobdl csak egyet engediink meg

@ Ha tobb lenne, akkor legfeljebb kiilon-kiilon foglalkozunk mindegyikkel — mondhatjuk elsé
ranézésre

@ Ez nem igaz azonban akkor, ha valtozdk kélcsénésen hatnak egymasra

o Példaul nem csak a renddri erbk létszama hat a biinézésre (j6 esetben...), hanem forditva
is, hiszen a mdltbeli blin6zési adatok szamitanak a rendéri vezetésnek akkor, amikor
hataroz a rendori erok telepitésérol

@ Ez a szimultaneitas problémija

@ Most nem foglalkozunk vele (tdbbegyenletes 6konometria, szimultdn modellek feddnevek
alatt lehet vele talalkozni)
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Utban a regressziés modellek felé

@ Az X-ek hatnak az Y-ra.. ezt kellene megragadni matematikailag!

@ De hat erre ismeriink egy j6 matematikai objektumot, ami pont ezt irja le:
Y =f(X1, Xz, ..., Xk)

@ A késbbbiekben erre azt fogjuk mondani, hogy ez egy statisztikai modell

@ Nehéz lenne vitatkozni ennek az altalanossagaval, csak épp...
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Sztochasztikussag

@ A f6 probléma, hogy a modell azt feltételezi, hogy az Y és az X-ek kapcsolata
determinisztikus

@ Szinte teljesen mindegy is, hogy mi az Y és mik az X-ek, hogy mi a vizsgalt probléma, a
tarsadalmi-gazdasagi jelenségek vizsgalata kapcsan Iényegében altalanosan kijelenthetd,
hogy ez irreédlis

o Egy kozépiskolai fizika-kisérletben ez lehet j6 kozelités (megj.: igazabdl ott sem, mert
vannak mérési hibak — legfeljebb elhanyagoljuk 8ket), de itt szinte kizart, hogy
fliggvényszeri médon meghatarozzak a magyarazé valtozék az eredményvaltozét

@ A valédi modell sztochasztikus kell legyen:
Y = f(Xl,Xz,...,Xk)+€

o Rovid jelolésként az X-eket gyakran egy vektorba vonjuk éssze: Y = f(X) +¢
e Az ilyen f-et hivjuk (sokasagi) regressziofiiggvénynek

€ neve: hiba
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Sokasag és minta

Ez az egyenlet egy sokasagi modell: azt irja le, hogy a valdésag hogyan miikodik
Ezt persze mi nem tudhatjuk, majd mint4bdl kell kitaldlnunk (megbecsiilniink)

Egyel6re ezzel ne torddjlink, és vizsgalddjunk tovabb a sokasagban

A nem-kisérleti jelleg miatt az az értelmes modell, ha mind az eredményvaéltozét, mind a
magyarazé valtozékat — és igy persze e-t is — valdsziniiségi valtozénak vessziitk, melyeknek
eloszldsa van (ezért hasznaltunk eddig is nagy betiiket!)
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A sokasag leirasa

@ Most valszdmos emberek lesziink: gy vessziitk mintha ismernénk a sokasagot

o (Val6jaban persze csak a mintan keresztiil tudunk ré kdvetkeztetni, de a valszdmos
nézépont épp azt jelenti, hogy ezzel nem torédiink: gy vessziik, hogy nalunk van a
bolcsek kove, azaz valahonnan tudjuk, hogy mi ,az" eloszlas, egyelére nem térédve azzal,
hogy ezt igazabdl honnan is tudhatjuk)

o Mit kell ismerniink? Nem egyszeriien Y és Xy, X, ..., Xk eloszlasait (kilon-kilon), hanem
az egylittes eloszlasukat
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A sokasag értelme

o Ezt tgy kell elképzelniink mint egy k + 1 dimenziés teret: minden pont egy adott
magyarazé- és eredményvaltozé-kombinacié (ami adott eloszlds szerint elallhat: van ami
gyakrabban, van ami ritkdbban)

o (Ha az X-eket rogzitjiik, akkor egy olyan egydimenziés eloszlast kapunk, ahol a becsiilt
érték mindenhol ugyanaz, mikdzben persze a — valédi — Y nem: épp ez a hiba oka)

@ A tér minden pontjdban valamekkora a hiba (becsiilt és tényleges kiilénbsége), ennek
persze az eloszlasat épp az hatarozza meg, hogy milyen a k + 1 dimenziés téren a
strliségfiiggvény: ha valahol kicsi, akkor az ottani hiba kis hozzajarulast fog adni az ¢
eloszlasahoz
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Példa a sokasag valoszinliségi leirasara

—fo \ 50 150 200
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Az optimalis regressziofiiggvény definidlasa

Mit neveziink ,legjobb” f-nek? Ehhez nyilvan definialni kell, hogy mit értiink jésag alatt...

o Természetes elvaras, hogy a tényleges érték (YY) és a modell szerinti érték
(F (X1, Xa, ..., Xk), méas szbéval becsiilt vagy predikalt érték) minél kozelebb legyen
egymashoz, azaz, hogy ¢ kicsi legyen

Az mér dontés kérdése, hogy mit értiink ,kicsi” alatt; tipikus valasztas:
o mivel € is egy val. véltozd, igy a varhat6 értékét vessziik (az mar egyetlen szadm, amit lehet
minimalizalni)
e és hasznaljuk a négyzetét (hogy — egy matematikailag kényelmesen kezelheté figgvénnyel —
megszabaduljunk az el8jelétdl)
@ A viérhaté érték azért is fontos, mert jOl kifejezi, hogy ,ott kevésbé szamit a hibazas, ami
kevésbé gyakran fordul el6”
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Az optimalis regressziéfliiggvény meghatarozasa

igy tehat a feladat:

argfminE [y — f(&)]2

Egészen abszurdan hangzik (az ésszes létezé fliggvény korében keressiink optimumot?), de
megoldhatd!

A megoldas a feltételes varhatd érték:
fopt (X) =E (Y | X =x)

Ez az eredmény teljesen univerzalis, ssmmit nem tételeztiink fel f-rol!

(Emlékeztetiink ra, hogy ha E (Y | X = x) egy f (x) transzforméciét definial, akkor
E (Y | X) alatt f (X)-et értjitk — ez teht egy valésziniiségi valtozé)

sob
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A feltételes varhatoérték — emlékezteto

Az egyiittes eloszlast ,elmetssziik” a feltétel (példaul x = 150) pontjaban:
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Az igy ,kimetszett” eloszlas még nem eloszlas, mert nem 1-re normalt...
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A feltétele

.. de osztva a tényleges integraljdval (ami persze a peremeloszlas értéke a feltétel pontjiban)
kapjuk az igazi feltételes eloszlast:
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Ennek a varhatdértéke az adott feltétel melletti feltételes varhatbérték
(E(Y | X =150) = 46,9)
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Optimalis sokasagi regresszié szamitasa

o Ez tehat — legalabbis elvileg — pusztan a sokasagi eloszlas ismerete alapjan kiszamithato,
csak némi integralast igényel

o Csakhogy: az integral gyakorlati kiszamitasa még egyszerii eloszlasokra sem feltétleniil
egyszerli

o Egy nevezetes kivétel lesz, a tdbbvaltozés normalis elszolas
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Optimalis sokasagi regresszié normalis eloszlasnal

Az optimalis becslés egy pontnal:

y

100

kasioh
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Optimalis sokasagi regresszié normalis eloszlasnal

Szamitsuk ki tobb pontra is:
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Optimalis sokasagi regresszié normalis eloszlasnal

Amit 1atunk, az nem véletlen:
Ha Y és X egyiittes eloszlasa normalis, akkor

E(Y|X) =EY + CyxCyx (X —EX).

Azaz irhatjuk, hogy
E(Y|K> = Bo+ GiXi + B Xo+ ... + BiXk.

ha bevezetjiik a
Bo =EY — CyxCyxEX

By B2 - 5k)T=CYXC})1<K

jeloléseket.
Tobbvaltozdés normalis eloszlasnal tehat specidlisan a regressziéfiiggvény lineéris lesz.
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A hibaalak

o Altaldban is értelmes tehat a kdvetkezd dekompozicié (a modell ,error form"-ja):
Y=E(Y|X)+e

@ Y mindig felirhaté igy! Csak majd E (Y | K) helyébe irjuk be a mi konkért
fuggvényformankat, példaul azt, hogy 5o + 51.X1 + B2 Xo + ... + B Xk

o Megjegyzés: amikor ilyet hasznélunk, azaz a fiiggvény struktardjat megadjuk, csak egy
vagy tobb — valds szdm — paramétert hagyunk ismeretleniil, akkor paraméteres modellrol
(paraméteres regressziérdl) beszéliink

@ Lehetne az E (Y | 5) anélkiil probalni kozeliteni, hogy barmilyen konkrét fliggvényforma
mellett elkételez8dnék (nem-paraméteres modell), de ezekkel most nem fogunk foglalkozni
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A hiba egy fontos tulajdonsaga

o Az el8bbiekbdl kdvetkezik, hogy E (& | X) = 0 (hiszen
E(e|X) =E(Y~E(Y[X)|X) =E(Y|X) ~E(Y | X), a kétszeres varhato
érték-vétel nyilvan ugyanaz, mint az egyszeres)

o Késébb fontos lesz, ha mindezt igy fogalmazzuk meg: ha tényleg a j6 E (Y | X)-t
hasznéljuk becslésre, akkor a hiba az el6bbi tulajdonsagl kell legyen
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o Mivel E (¢ | X) =0, igy cov (¢, X;) = 0 és emiatt
cov (E,ﬂo + 61X1 + ﬂzXz + ...+ ﬂka) =0is
o Igy igaz, hogy D?Y = D? (8o + f1.X1 + BoXo + ... + BiXk) + D?e (varianciafelbontas)
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I és a sokasagi regr i6

Magyarazott variancia szemlélet

o Képzeljiik el, hogy latjuk az embereket, de csak a fizetésiiket: az elsének 100 egység, a
masodiknak 123, a harmadiknak 500, a negyediknek 83, és igy tovabb

e Nem értjiik, hogy miért van ez a szérédas, ez a variancia (D?Y)

o Megismerjilk az oktatottsagukat — ez megmagyardzza a variancia egy részét (pl. kideril,
hogy az elsének csak 8 altalanosa van, de a masodiknak érettségije)

o Persze ez sem magyaraz mindent: lehet, hogy a negyediknek szintén 8 altaldnosa van, és
mégsem keres 100 egységet

o Ha djabb magyarazé valtozékat ismeriink meg, akkor még tovabb csokkenhet ez a meg
nem magyarézott variancia (D%)..

Az elobb latott felbontas tehat nem csak , statisztikai atalakitas”, hanem kézzelfoghaté
tartalom van mogotte!
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Modellmindsités ,,magyarazott variancia hanyad” elven

o Ertelmes tehat azt mondani, hogy a D?Y varianciabdl
D2 (B + B1X1 + BaXo + ... + BiXk) az, amit ,megmagyarézott” a modelliink, D?¢ az,
amit nem
o Ezért az
p2_ DY — D% D2e

D2y  ©  D2Y
a modell jésdganak mutatdja lesz (0 < R? < 1), a fenti ,megmagyarazott variancia”
értelemben, neve: tobbszoros determinacios egyiitthaté
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