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1. Altalanositoképesség, tulilleszkedés

Par gondolat a magyarazé valtozok korének kivalasztasahoz

Eddig egyetlen minésit6jét lattuk egy modell josidganak: az R>-et

Tételmondat: 1ij valtozé bevonasaval R? értéke mindenképp né (de legaldbbis nem
csokken), teljesen fiiggetlentil attél, hogy mi a bevont valtozénk, mik vannak méar
a modellben stb.

Tehét: ha az R?-tel jellemezziik a modelliinket, akkor mindig az 6sszes potencialis
magyarazé valtozd felhasznaldsa lesz a legjobb dontés

A valésdgban azonban mar nem biztos!
Mert: az R? a minta j6 leirasat jellemzi, de mi a sokasagot akarjuk megragadni

A kettd ellentmondésba keriilhet!

A tételmondat indoklasaként gondoljunk arra, hogy ,legeslegrosszabb esetben” az
djonnan bevont valtozé egyiitthatéjara nulla mindenképp becsiilhet$ — ekkor pedig ESS
szempontjabol pont ott vagyunk, mint az eredeti modell esetében!
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Altalanositoképesség

o Azt, hogy a modell — a mintabdl kinyert informécidk alapjin — mennyire jél tud a
sokasagrol (tehat a mintan kiviili vilagrol) is szémot adni, dltaldnositoképességnek
nevezzitk

e Igazdbol mi erre jatszunk!

o .. ennyiben (erre a célra) az R? nem szerencsés mutaté

Az R? a minta j6 ,megjegyzését” mutatja. Ez nekiink nem 6ncél — gondoljunk be-
le: ha csak a mintdt akarnank megjegyezni, akkor kar is regressziés modellt alkotni,
hasznalhatnank egyszertien magit a mintat is, ami ugye a rendelkezésiinkre all...

Altalanositéképesség

o Persze az sem j6 megkozelités, hogy az R%-tel nem térédiink, hiszen ha nem szediink
ki elég informaciét a mintabdl, akkor sem varhatd, hogy a sokasagrél jél tudunk
nyilatkozni (mivel arra vonatkozdan csak a mintdra tdmaszkodhatunk)

e Tehat: kompromisszumra van sziikség a mintainforméciék felhasznalasaban...
— ... ha tdl keveset hasznalunk fel, akkor nem nyeriink elég j6 képet a sokasagrol

— ... ha tul sokat hasznalunk fel, akkor tiulsagosan ,rafékuszalunk” a mintdra

Altalanositéképesség

o Ahogy egyre tobb informéciét nyertink ki a mintabdl (egyre jobban ,elkdtelezé-
dink” mellette), Ggy egy pontig javul, majd ezen til romlik az &ltaldnositoképes-
ség

o Tehat: nem csak nem javit a tobb informaci6, de egyenesen ront (ezért az ,ellent-

mondas”)!

Alulilleszkedés, tulilleszkedés

o A fentiek jol értelemzhetéek a gépi tanulds fogalomkészletével

o Itt a tanulas informécidkinyerés a mintabol

o Ha ezt tul kis mértékben hajtjuk végre, akkor alulilleszkedésrél (alultanuldsrol)...
o .. ha tul nagy mértékben, akkor tulilleszkedésrél (tultanulasrél) beszéliink

A taltanitott modell 14tsz6lag nagyon jé (a mintét jol megragadja), de val6ja-
ban nem az, mert a mintan kiviili képességei gyatrdk lesznek (hiszen tulsdgosan
,rafokuszalt” a mintéra)



Egy példa a tdlilleszkedésre

o Egyszert kétvaltozos feladat: egy magyarazo- és egy eredményvaltozéd

e A példankban a tanitds fokdt tehdt nem a magyarazd valtozok szamaéaval fogjuk
mérni, hanem a fiiggvényforma bonyolultsagaval: Y = 81 + foX +u, Y = f1 +
BoX + B5X7 + !, Y = Bi + B2 X + X7 + By X% + o stb.

e Tehat az eredményvaltozot a magyarazé valtozo egyre nagyobb fokszamu polinom-
javal kozelitjiik (a polinom fokszdmat jelolje p)

o (A fiiggvényforma ilyen megvalasztasaval késébb foglalkozunk részleteiben, de most
nem is ez a lényeg)

Egy példa a tililleszkedésre

e Hogy tudjuk mi a ,,jél illeszkedé” modell, eldrulom, hogy az adatokat valéjaban
egy Y =5 X3 + 1+ u modell szerint generaltam, ahol u ~ A (0;0,3)

e Tehat lényegében: ,zajos harmadfokd” fiiggvény

o A jdl illeszkedd modell — ezt most tudjuk, altalaban persze nem! — a harmadfoku
lenne

Alulilleszkedés: p =0

2,76989
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Nagyjabol jo illeszkedés: p = 2

Nagyjabdl jo illeszkedés: p = 3
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Nagyjabol jo illeszkedés: p =4

11,6577z* — 22,0369z + 20,24962% — 5,39823z + 1,34003

X

Erdemes észrevenni, hogy még ha tekintettel vagyunk az altaldnositéképességre, akkor
sem tudjuk mintabdl egyértelmiien megmondani, hogy pont a p = 3 a j6 vilasz. Ez
azonban nem meglepo, sot, épp varhato: egymaéshoz kozeli lehetéségek minta alapjan
nem feltétleniil kiilonithet6ek el, ha nem elég nagy a mintanagysag. Minél kisebb a
differencia, annal nagyobb mintaméret kell, hogy megbizhatéan el tudjuk donteni, hogy
a szbéba jovo lehetéségek kozil melyik a valodi modell — ez nyilvan altaldnos statisztikai
elv. Kevés pont alapjan — sajnos — elképzelhetd, hogy nem eldonthetd, hogy linearis,
négyzetes, vagy épp exponencialis gorbe a val6di modell.

Talilleszkedés: p =5
94,76012° — 236,5142* + 213,6312% — 77,13822 + 10,8264x + 0,601515
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Talilleszkedés: p =6

—556,42625 + 1895,282° — 2494,872* + 1587,6923 — 489,325x2 + 64,8299z — 1,52203
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Talilleszkedés: p =7

—7426,1827 4 28047,22:5 — 42886,12° 4+ 33991 ,42* — 14813,823 + 3456,67x2 — 380,286x +

14,6986

Talilleszkedés: p =8

59039228 — 282296,27 + 565254,25 — 613881,2° + 390937,2* — 146967,z + 31001,62% —
3195,04x + 112,114




Tualilleszkedés: p =9

—722495,2° + 3,85053 - 10628 — 8,84295 - 10%27 41,1426 - 10725 — 9,08926 - 10%2° +
4,57009 - 102* — 1,43064 - 10523 + 262396,2% — 24485,1z + 807,137
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Talilleszkedés: p = 10

8,61299 - 106219 — 524999 - 10722 + 1,40371 - 1032 — 2,16006 - 10827 + 2,1085 - 10826 —
1,35546 - 1032° + 5,75915 - 1072* — 1,57537 - 10723 4 2,59736 - 10022 — 223991, + 7044,46
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Tualilleszkedés: p = 11

9,81027 - 107z — 6,54761 - 108210 4 1,94347 - 1092° — 3,37777 - 10928 + 3,80722 - 10927 —
2,91 - 10925 + 1,53045 - 10°2° — 5,49469 - 1082* + 1,30416 - 10822 — 1,91189 - 10722 +
1,50501 - 1052 — 44723,9

0.2 ().<‘ 0.6 0.8 10



Tualilleszkedés: p = 12

1,97286 - 108212 — 1,37728 - 1092 + 4,31319 - 107210 — 7,99714 - 1072° + 9,75531 -
10928 — 8,22533 - 10927 + 4,8983 - 10°25 — 2,06632 - 1092° + 6,08915 - 1082* — 1,211 -
10823 +1,51977 - 10722 — 1,05188 - 10%z + 28665
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1,33188 - 1019213 — 1,09101 - 10" 22 + 4,06208 - 1011 21T — 9,08859 - 10210 4 1,36095 -
10"22% — 1,43708 - 101228 41,0978 - 10227 — 6,12006 - 101125 42,4775 - 10M 25 —
7,14241 - 10'92% + 1,41049 - 101923 — 1,77685 - 10°22 + 1,24223 - 1082 — 3,41822 - 106
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Tualilleszkedés: p = 13

Tulilleszkedés: p = 14

2,23808 - 10214 — 1,95447 - 1012213 + 7,81606 - 10'22'2 — 1,89512 - 10321 + 3,10833 -
1013219 —3,64245-10"32° + 3,1386 - 10™32® — 2,01508 - 101327 +9,65479 - 101226 — 3,41996 -
10™2254-8,76076- 10" 2% — 1,55904 - 10 23 4+ 1,79489 10022 — 1,16536 - 10°x + 3,04682 - 107
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Hiba az egyes fokszamok mellett

I I r—r—e—.
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

1 Polinom fokszama

Jobban lathatéan...

—

I = Polinom fokszama
()123456789L}9-||i||£|\i4

—~10 L

Itt a fliggbleges tengely logaritmikus beosztasi, hogy a nagyon kis szamok tartoma-
nyaban is latszodjanak a valtozasok.

A tulilleszkedés hatasa

o Itt a tanitas mértékét a polinom fokszama jelzi

o A példa tokéletesen mutatja, hogy mi a tulilleszkedés tartalma:
— A mintaadatokat ugyan egyre jobban megtanuljuk...
— ... de kozben a mintén kiviili vildgrél egyre kevesebbet tudunk mondani (holott

minket ez érdekelne igazabdl!)

o A tultanulds igazi problematikajat az adja, hogy ez utébbi elkerilhetetlentl be-
kovetkezik, ha a tanitdst tul sokdig folytatjuk (az ellentmondds a két szempont
kozott, ugyebar)



Tulilleszkedés tal sok magyarazé valtozé miatt

o A magyardzd valtozok szama tipikus példdja a tanitds fokdnak

o Tl kis mértékii tanitds (til kevés magyarazé valtozd) esetén az alulilleszkedés
miatt lesz rossz a modelliink...

o .. tul nagy mértéki tanitas (til sok magyardzé valtozo) esetén a tulilleszkedés, az
altalanositoképesség leromlasa miatt

e Szemléletes megjelenés: a bevont magyarazé valtozok szama csokkenti a tesztek
szabadsdgi fokainak szdamat (erre ugyanis sokszor jon el6 valamilyen n — (k + 1)
jellegti kifejezés), igy az erejiiket; ,lekoti a szabadsagi fokokat”

e Az R? ezt nem jellemzi, csak a mintdhoz valé illeszkedést

o Valahogy , javitani” kell; ezzel fogunk most foglalkozni

Megoldasi lehetéségek I.

e Magyarazé valtozok szamanak csokkentése csak a benniik 1év6 informacidk alapjan,
tehat nem is nézve az eredményvaltozot (,,blinded to the outcome”)

— A legtisztabb megoldés

— Két alapvet6 kivitelezési lehet0ség: szakmai szempontok szerinti sziirés, vagy
statisztikai alapi redundanciavizsgilat a magyarazé valtozék korében és re-
dundénsak elhagyasa vagy Osszevonasa

— Ebben segithetnek az arra vonatkozé iranyelvek, hogy adott mintanagysag
mellett mennyi prediktor modellezhetd
o Minden magyarazo valtozé felhasznalasa, de a regresszi6 regularizaldsa (penaliza-

14s)

o Egyéb korszerii megoldédsok (pl. bayes-i modellatlagolds, BMA)

Megoldasi lehetoségek Il.

o Statisztikai alapi szlirés
— Ezzel fogunk most részletesen foglalkozni

— De vigyéazat, ész nélkiil nem hasznalhatd, mert az maga is tililleszkedéshez
vezethet!

— Esz nélkiil: ssze-vissza mindenféle lehetséget megvizsgdlva, hogy melyik
jobb; ehelyett vezessenek minket amennyire lehet szakmai megfontoldsok,
a probalkozdsok lehetéleg legyenek pre-specifikdltak (ne az adatok sugalljak
6ket), és ha kétség van, inkdbb kozoljink tobbféle modellt
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2. Modellszelekci6

2.1. A modellszelekcié tartalma

A modellszelekcié fogalma

e Modellszelekci6 alatt az optimalis magyarazoé valtozo-kor meghatarozasat értjik
o Ennek megfeleléen foglalkozik valtoz6 bevondsinak/elhagydsanak hatdsaval..

o ..de nem ,mikroszkopikusan” (mi torténik a tobbi valtoz6 becsiilt paramétereivel
stb.), hanem ,makroszkopikusan” (mi torténik a modell josdgaval)

e Az el6bbi inkdbb a modellspecifikacié kérdése, késébb fogunk vele foglalkozni

o Tovibba: a modellspecifikdcidhoz szoktuk sorolni az adott magyarazé valtozo-kor
melletti fliggvényforma kialakitast (de nincs egyértelmi hatér a kett6 kozott)

A modellszelekcié problematikajanak megoldasa

« Az biztos, hogy a mintdhoz vald illeszkedés az R2-tel jellemezhet6

e Innentdl két 1épésben lehet tovabbhaladni a modellszelekciéval:

1. Két modell kozott tigy dontiink, hogy megnézziik, hogy lényeges-e koztiik az
R?-beli kiilonbség... és csak akkor vilasztjuk a bévebbet, ha nem csak na-
gyobb (ez biztos), de lényegesen nagyobb az R?-e (més széval: egy modellbél
mindazon valtozékat elhagyjuk, melyek nem csokkentik lényegesen az R2-et,
még ha szdmszertien csokkentik is)

2. Definidlunk olyan mutatét az R? helyett, mely az R2-hez hasonléan figyelembe
veszi a mintdhoz vald illeszkedést, de — azzal szemben — az ehhez sziikséges
magyarazé valtozok szamat is

e Most e két kérdést fogjuk kozelebbrél is megvizsgalni

Itt (és mindenhol méshol is) a ,lényeges”-et a ,statisztikailag szignifikdns” szinonimaé-
jaként hasznaljuk, tehat természetesen ugy értjiik, hogy mintavételi értelemben lényeges,
azaz olyan mértékii, ami nem egyeztethetd 6ssze a mintavételi ingadozassal: adott szigni-
fikanciaszinten nem hihet6, hogy a valtozas pusztan a mintavételi ingadozasnak tudhaté
be, ezzel szemben feltehetd, hogy tényleges sokasagi kiillonbség van a hatterében.

2.2. Modellszelekciés tesztek

A modellszukitésrol

o Mar lattuk, hogy miért akarhatunk modellt sziikiteni (valtozot elhagyni a modell-
bél), még ha ezzel rontunk is az R%-en (és még latni fogunk més okot is)
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e Melyik valtozot lehet érdemes ezek miatt elhagyni? — mérlegelés a fentiekben
javulds és az R? romlasa kozott

e Sok vagy kevés a romlas? — a sz6 statisztikai értelmében lényeges-e!

e Azaz tulmutat-e a mintavételi ingadozason: ehhez teszt kell

Nested (bedgyazott) modellszelekcié: a szitkebb modell minden valtozdja benne van
a b&vebb modellben — elhagyhatéak anélkiil, hogy a modell 1ényegesen romlana (azt is
jelenti, hogy a két R? kozott nincs lényeges kiilonbség)

2.2.1. Kitérd: modellezési filozéfiak

Az LM és a Wald-teszt eltérései
o Ha ugyanazt a hipotézist vizsgaljak, mi a kiilonbség koztik?
o A nyilvanvalé: teljesen mads elven épiilnek fel

o Ennek konkrétabb kovetkezményei:

1. Nem feltétleniil ugyanakkor utasitanak el; s6t, ennél tébb is mondhaté: az
LM-préba mindig az elfogadés felé hajlik” (olyan értelemben, hogy ha ez
elutasit, akkor a Wald is, viszont ha a Wald elfogad, akkor az LM is elfogad)

2. A Wald kismintas préba, az LM-préba nagymintas (értsd: tulajdonségai csak
aszimptotikus értelemben garantaltak), de azért a gyakorlatban mér néhany-
szor 10 mintaelemre is elég jol szokott kozeliteni

3. Belathato, hogy a Wald-teszt csak a korlatozatlan, az LM-teszt csak a korla-
tozott modell becslését igényli; ez utébbi egyszertibb (gyakorlatban szamit!)

A kismintas” természetesen nem azt jelenti, hogy a teszt csak kis mintan miikodik,
hanem épp ellenkezéleg: azt, hogy minden mintanagysig mellett miikodik (szemben a
nagymintés teszttel, ami csak nagy mintdn miikodik!). Taldn szerencsésebb is ezért a
,véges mintas” kifejezés, mely egyuttal a killonbségtétel valodi okara is utal: a kismintas
tesztek tulajdonsagai ,,vn”, mig a nagymintésok ,lim,,_,~,” értelemben garantéaltak.

Az LM és a Wald-teszt eltérései

e Van egy altalanosabb kiilonbség is: més modellezési filozofidhoz illeszkednek

o A Wald-teszt inkédbb az ,altaldnostol az egyszertiig” filozofidnak (Hendry/LSE)
felel meg (a korlatozatlan modellbdl indul, és kérdezi, hogy 1épjiink-e a csokkentés
irAnyaba)

o Az LM-préba inkdbb az ,egyszeriitol az dltalanosig” filozéfidnak felel meg (a kor-
latozott modellbdl indul, és kérdezi, hogy 1épjiink-e a bévités irdnyaba)
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e .. hat ez a kiilonbség — hidba ugyanaz formailag a hipotézispar!

Nem igazan lehet valaszolni arra a kérdésre, hogy melyik a ,,jobb” modellezési filozéfia:
nagyon sok, részben egymaéasnak ellentmondd, elméleti és gyakorlati szempont meril fel
a valasztasnal. Ezzel a kérdéssel konyvtarnyi irodalom foglalkozik.

Az LM és a Wald-teszt eltérései

e Mar most megjegyezziik, hogy az ,,Gjonnan felvett” valtozd nem sziikségszerii, hogy
még nem szerepld valtozo legyen: lehet egy mar bent levd valtozo valamilyen 1j,
nemlinedris fiiggvényformaja (pl. négyzete), vagy valtozok interakciéja (1d. ké-
s6bb)

e E célra altalaban LM-tesztet hasznalnak, emiatt igaz az, hogy az LM-elvii teszteket
kicsit altalanosabban is hasznaljak az 6konometridban, mas hipotézisek tesztelésére
is

o .. tehat: ez modellspecifikacids tesztként is felhasznalhato!

2.3. Modellszelekciés mutatdk, kritériumok

Az R? ,megjavitasa”

Ahogy lattuk az R? énmagdban nem mindsit egy modellt, mert csak a hibat mini-
malizalja, a tl sok valtozé karos hatdsaval egyaltalan nem foglalkozik (,egyoldala”
mérlegelés)

Nem lehetne ezt valahogy kijavitani? — olyan mutatot konstrualni, ami mindkét
szempontra tekintettel van

o Otlet: induljunk ki az R?-bél, de biintessiik a magyarazé valtozok szamanak no-
velését

o Béar méshonnan szarmazik, de épp ennek a logikdnak felel meg (gondoljuk végig!)
a korrigdlt R%:
_ n—1
R (1om) ol
n—k—1
e Ez mar alkalmas kiilonb6z6 szama magyarazo valtozét tartalmazé modellek Gssze-
hasonlitasara

A korrigdlt R? klasszikus bevezetése szerint 1 — R? megegyezik a (sokasagi) hibatag és
az eredményvaltozé becsiilt variancidinak a hdnyadosdval. A ,sima” R?-et ugyanis Ggy
definidltuk mint R? = ?—gg =1- ?—gg, ami helyett azt is frhattuk volna, hogy R? =
1— ESS/n

TSS/n>?
probléma, hogy beldthaté médon sem az ESS/n, sem a T'SS/n nem torzitatlan becsléje
a megfelel$ szorasnégyzetnek (ez utébbi klasszikus induktiv statisztikai felismerés) — az

ez utébbibdl még jobban latszik, hogy két szorasnégyzet hanyadosatol figg. A
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ESS/(n—k—1)ésaTSS/(n— 1) viszont az. Ezeket behelyettesitve az el6bbi képletbe
nyerjiik a R%-et.

Ilyen szempontbol — és ez is egy nagyon fontos megallapitas 6nmagaban is! — a korrigalt
R? azért is érdekes, mert a szokasos R? kovetkeztetd statisztikai értelemben torzitott
(gondoljuk végig, hogy nem is lehet mas, hiszen 0 és 1 kézott van mindig — mi van, ha a
valodi R? 07), a korrigalt R? épp ezen a torzitason javit! (Sajnos nem oldja meg teljesen:
igaz, hogy a nevezére és a szamlalora is torzitatlan becslést hasznal, de egy hanyados
nem biztos, hogy torzitatatlan attél, mert a nevezdje és a szamlaldja is torzitatlan.)

Az R? fébb tulajdonsagai
. RZ S RQ
o Ebbdl kovetkezben 1-nél nem lehet tobb...

o ..de 0-nél lehet kisebb (ha sok magyardzé véltozéval is csak gyenge magyardzast
(kis R?-et) tud elérni)

o Ez mér csokkenhet is 1j valtozé bevondsival (belathatd, hogy ez a valtozd t-
hényadosatoél fiigg)

e Ilyen médon mar nem bedgyazott modellek szelekcidjara is hasznalhato...

o .. de vigyazat: csak akkor, ha az eredményviltozé azért ugyanaz (kiilonben a
megmagyarazand6 variancia is mas lenne)

Automatikus modellszelekcio

o Megadjuk a valtozdk egy maximdlis halmazat (I darab potencidlisan széba jové
magyarazé valtozo), és ,a gép” kivalasztja, hogy melyik részhalmaza az optimalis:
melyeket érdemes egy modellbe bevonni, hogy az a legjobb legyen

o Josag valamilyen célfiiggvény szerint (ami ugye nem R?, hogy a dolognak értelme
is legyen, hanem pl. R?)

o Léteznek heurisztikus stratégidk (mind mohé algoritmus), hogy ne kelljen a 2!
kombindciot tesztelni (forward, backward, stepwise szelekcid)

e Az automatikus modellszelekcié hasznalata azonban szinte minden esetben és ha-
tdrozottan ellenjavallt, az alkalmazasaval nyert modelleknek torzitottak lesznek a
regresszios koefficiensei, torzitottak lesznek a becsiilt standard hibai, ebbdl ado-
dédan torzitottak lesznek a konfidenciaintervallumai, a szokasos p-értékek falsak
lesznek, a rajuk alapozott tesztek invalidak, a t és F' statisztikdknak nem ¢ illetve
F eloszlasuk lesz, torzitott lesz a modell R%-e stb.
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Informacios kritériumok
e Vannak tovabbi mutatok is, melyek egyszerre biintetik a magyarazé valtozdk nagy
szamat és a nagy hibat, a kettd kozott egyensilyt keresve, pl.
2(k+1)
— Akaike (AIC): AIC = E58 75
— Schwarz (SBC): BIC = ETSSn%

2(k+1)

— Hannan-Quinn (HQC): HQC = ETSS (Inn)~ =

o Teljesen més elven (informéaciéelméleti alapon) épiilnek fel mint az R?
o Hiba jellegii mutatdk, ezért ket minimalizdlni akarjuk és nem maximalizalni!
e Sok van beléliik, dontsiik el elére, hogy melyiket hasznaljuk a modellszelekciéral

o Ezekkel nem csak bedgyazott modellek hasonlithatéak Ossze (de azért jobbak a
tulajdonsagaik ilyenkor)

Modellszelekcios stratégiak

o Itt mar latszik, hogy miért mondtuk az elején, hogy az 6konometriai munka iterativ

o Diagnosztizaljuk a modellt, és — ha ilyen baj van vele — sziikitjiikk vagy bovitjiik,
majd Gjra diagnosztizaljuk, majd...

e De vigyéazat: Gjra fontos felhivni a figyelmet, hogy ha rengeteg ilyen iterdciéra keriil
sor az értelemszertien maga is tililleszkedéshez vezethet (tilsdgosan raszabjuk a
konkrét mintara a modellt)!
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