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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

A margindlis hatas fogalma

@ Marginalis hatas: a magyarazé valtozd kis ndvelésének hatasara mekkora az
eredményvaltozd egységnyi magyarazévaltozé-névelésre jutd valtozasa

o Tipikus egyszerlisités: a magyarazé valtozé egységnyi novelésének hatasira mennyit
véltozik az eredményvaltozé

o (Hiszen a kettd ugyanaz, ha a véltoz6 hatésa linedris)

o Idaig az i-edik magyardzé valtozé ilyen médon értelmezett marginélis hatdsa és a (;
szamértéke gyakorlatilag szinonima volt
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhany nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

A marginalis hatas precizebben

@ Definicié alapjan a marginalis hatas: %, ha AX; kicsiny
Y
o Ugye egyetemen vagyunk — a marginalis hatas %
"/
@ A tobbvaltozés linedris regresszié eddigi (sokasagi) modelljében
Y =B+ B1 X1+ ...+ Bi Xk + ¢, ezért

oY 0
87)9_87)9[ﬁ0+ﬁlxl+"'+

+.. 4+ B Xi—1 + BiX + B X +.-.+ﬁka+8] =

@ ..hat ezért tekinthettik eddig a margindlis hatast és a becsiilt regresszids koefficienst

szinonimanak!
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Eléljaréban: a marginélis hats altalanosabb ér é S0
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

A linearitas kovetkezményei

6l
Az additivitas feloldasa: az interakcié
A valtozénkénti linearitas feloldasa

@ A linearitas két dolgot vont maga utan:

o Mindegy, hogy honnan indulva névelem a valtozét egy egységgel (a valtozd hatdsa lineéris)
o Mindegy, hogy a tdbbi valtozé milyen szinten van rogzitve (additivitas)

@ E kett6t fogjuk most feloldani
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Interakcié mint a linearitas egyféle feloldasa

Emlékeztet6iil
Az additivitas feloldasa: az interakcié
A valtozénkénti linearitas feloldasa

o Eddigi modelliinkben a marginalis hatasok a tobbi valtozé szintjétdl fliggetleniil allanddak
voltak

o Példaul: 1 Ft pluszjovedelem taglétszamtdl fliggetleniil azonos tobbletkiadast jelent..?

@ Ha nem, akkor azt mondjuk, hogy a két valtozd koézott interakcié van: az egyik marginalis
hatasanak nagysagat befolyasolja a masik szintje

@ A kapcsolat tehat marginalis hatés és szint kdzétt van (nem marginélis hatas és marginalis
hatés vagy szint és szint kozott!)

o Kézenfekvo indulas: az egyik valtozd szintje linedrisan hasson a masik marginélis hatasara;
sokasagban felirva:

(By + ByrTag) Jov,

ahol 3,7 az interakcié hatasét kifejezd (linedris) egytitthatd
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Emlékeztetsiil
Az additivitas feloldasa: az interakcié
A valtozénkénti linearitas feloldasa

Interakcid

o Helyezziik ezt be a (sokasagi) regresszidba:
Y = Bo+ (B, + BsrTag) Jov + BrTag + ¢,
azonban felbontva a zardjelet:

Y = Bo + ByJov + ByrTag - Jov + frTag + ¢ =
= Bo + ByJov + (BT + ByrJov) Tag +

@ Tehat az interakcié sziikségképp, automatikusan ,,szimmetrikus": ha az egyik valtozé
szintje hat a masik marginalis hatdsara akkor sziikségképp forditva is: a masik szintje is
hatni fog az elébbi marginalis hatasara
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Emlékeztet6iil
Az additivitas feloldasa: az interakcié
A valtozénkénti linearitas feloldasa

Interakcid

o Azaz ,egyszerre” lesz igaz, hogy (5, + fyrTag) Jov és (Bt + SrJov) Tag: attdl
fuggéen, hogy milyen szempontbdl nézzitk (melyik marginélis hatdsat vizsgaljuk, ezt még
Id. késébb is)

o A regresszidban igy elég egyszeriien ennyit irni:
BrTag + B,Jov + By1 (Jov - Tag).

o ..mindkét — masik szintjétdl fliggd — marginalis hatas ebbdl kiadddik, fiiggben attdl, hogy
hogyan bontjuk fel a zaréjelet (melyik valtozét vizsgéljuk)

@ Ez a margindlis hatas pontosabb értelmezése mellett még szebben lathatd
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

A margindlis hatas interakcidék esetén

Emlékeztet6iil
Az additivitas feloldasa: az interakcié
A valtozénkénti linearitas feloldasa

@ Ha interakcié van, példaul a /-edik és az m-edik tag kozott, akkor az /-edik marginalis
hatasa:

oy
oX

0
67)0[50+B1X1+...+

+...+5/X/+...+ﬂme+...JrﬁkaJrﬂ/mX/Xere]:
ﬁl"’ﬁlmxm

o gy preciz az el8bbi éllitasunk arrdl, hogy ha az egyik szerint vizsgaljuk a marginalis hatast,
akkor az a masik szintjétdl fog fliggeni (gondoljuk hozzd a masik szerinti derivalast is!)
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Motival6 példa: kvadratikus hatds

Emlékeztet6iil
Az additivitas feloldasa: az interakcié
A valtozénkénti linearitas feloldasa

@ Mar volt: mit jelent az, ha megsértjiik a ,,marginalis hatas nem fiigg attdl, hogy a tobbi
magyarazé6 valtozét milyen szinten rogzitjik” kovetkezményét a linearitasnak

o Es ha a ,marginalis hatas nem fiigg attdl, hogy milyen szintrdl indulva néveljiik a
valtozét" kovetkezményt szeretnénk feloldani?

o Példaul: 1 évvel idésebb életkor kiinduld életkortdl fliggetleniil azonos kiadasvaltozast
jelent..?

@ Hasznaljunk a linedris fliggvényforma helyett mast, példaul négyzeteset (parabolat):

0

X o BX B X | = B 28X
J
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Szemléletesen az egy magyarazé valtozds esetben:
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Széls6értékhely nyilvanvalé (els6 derivalt eljelet valt): 8; +26;X; =0= X; = —

/H.

s
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Emlékeztet6iil
Az additivitas feloldasa: az interakci6
A valtozénkénti linearitas feloldasa

Linearitas, mint kozelités

o Az élet altaldban nemlineéris

Miért hasznalunk mégis linedris modelleket: mert sokszor nem térnek el (nagyon) a
valésagtdl, de mégis sokkal konnyebben kezelhetéek matematikailag

(Taylor-soros érvelés!)
Ez tehat az esetek tobbségében egy kozelités
Mint ilyen: vizsgalni kell az érvényességi hatarokat

»Munkaponti linearizalas”
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Emlékeztetsiil
Az additivitas feloldasa: az interakci6
A valtozénkénti linearitas feloldasa

Ervényességi hatarok

o Az érvényességi hatarokat az eddig latott modellekben is érdemes végiggondolni
@ Azonnal kézenfekvd példa: a konstans (nagyon sok esetben)
@ De sok meredekségnél is megragadhaté ez (fogyasztasi fuggvény példaja)

o Ez is egyfajta munkaponti linearizalas
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Emlékeztet6iil
Az additivitas feloldasa: az interakcié
A valtozénkénti linearitas feloldasa

Nemlinearitas fajtai

o Az 1 + BoX + B3X? egy nemlineéris kifejezés (matematikailag)

@ De figyelem: ennek ellenére minden tovabbi nélkiil, tokéletesen kezelhetd pusztan az eddig
latott (linearis!) eszkoztarral, hiszen az OLS-nek mindegy, hogy a masodik magyarazé
valtozé értékei torténetesen épp az elsé négyzetei

o (Egészen addig nincs baj, amig a kapcsolat nem lineéris)
o Nem Ggy mint az 51X — ez nem becsiilhetd OLS-sel

o A megkilonboztetés végett az els6 esetet valtozdjaban, a masodikat paraméterében
nemlinedris modellnek nevezziik

@ Mi van ,,nemlinearitast okozé poziciéban”

Ferenci Taméas tamas.ferenci®medstat.hu Linearitas és feloldasa, nemlinearis modellek


tamas.ferenci@medstat.hu

Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Viltozéjaban nemlinearis modell

Emlékeztet6iil
Az additivitas feloldasa: az interakcié
A valtozénkénti linearitas feloldasa

o Jellemzd: tovabbra is fenndll a ,véltozék konstansokkal szorozva majd ésszeadva” (tehat:
linearis kombinaciés) struktdra

o De elképzelhetd, hogy egy valtozd egy ,eredeti” valtozd transzformaltja

o Itt szlikségképp nemlineéris transzformaciordl beszélink!

o Vegylik észre, hogy az ,eredeti” és ,transzformalt” kozti megkiildnboztetés teljesen
mesterséges (csak mi tudjuk, hogy mi volt az adatbazisban bemen& adatként), az OLS-nek
mindegy

o Ide tartozik a kvadratikus hatas, altaldban az X? magyarazé valtozék, a log, X, az aX

stb., ahol a konstans

o Az el6z6ek miatt a becslés ugyanaz, egyediil az interpretalas igényel tovabbi targyalast
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Paramétereiben nemlinearis modell

Emlékeztetsiil
Az additivitas feloldasa: az interakci6
A valtozénkénti linearitas feloldasa

o Megsérti a linearis kombinacié struktdrajat: paraméter nem csak szorzéként szerepel a
regresszidéban

e Példaul X7, logz X stb.

@ Ez méar nem becsiilheté OLS-sel: az eredmanyvaltozd nem éallithatd elé matrixmiiveletekkel

@ Mas médszert fogunk hasznalni
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Eléljaréban: a marginalis hatas 4ltalanosabb értelmezése A -
A Ao 2 Emlékeztetdiil
A linearitas feloldasa Fonvegs 5 " aa
ihs Gt T Az additivitas feloldasa: az interakci6
Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell 2 Attt . 2
A A valtozénkénti linearitas feloldasa
Specifikaciés tesztek

Interakcid és kvadratikus hatas revisited

o Az elézbek fényében nyilvanvald: a kvadratikus hatés egyfajta (igen egyszerii)
valtozdjaban nemlineéris modell

@ Az interakcid szintén valtozobeli nemlinearitds, de nem annyira kézenfekvé médon
(mindenképp indokolt a kiilén targyalasa)
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Nemlinearitas kezelése: NLS

Emlékeztet6iil
Az additivitas feloldasa: az interakci6
A valtozénkénti linearitas feloldasa

o Vegyiik észre, hogy a ming ESS célfiiggvény akkor is tarthatd, ha nemlinedris modellt
specifikalunk!

o (Csak az ESS szdmitasahoz sziikséges Y-ok masképp jonnek ki, de ez a fenti optimalizacid
szempontjabél teljesen mindegy)

@ Oldjuk meg ezt az optimalizaciés feladatot!

o Ez a nem-lineéris legkisebb négyzetek (NLS, non-linear least squares) médszere
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Eléljaréban: a marginalis hatas 4ltalanosabb értelmezése A -
A Ao 2 Emlékeztet6iil
A linearitas feloldasa Fonvegs 5 " aa
ihs Gt T Az additivitas feloldasa: az interakci6
Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell 2 Attt . 2
A A valtozénkénti linearitas feloldasa
Specifikaciés tesztek

Nemlinearitas kezelése: NLS

@ Sajnos mondani kénnyebb, mint a gyakorlatban kivitelezni; szemben a lineéris
specifikacidval, a kritériumfeliilet nem kvadratikus, emiatt nincs egyetlen mivelettel
megtalalhaté optimum

@ Van-e egyéltalan egyértelmii (globalis) optimum? Mi van, ha tobb lokalis optimum létezik?
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Nemlinearitas kezelése: NLS

Emlékeztet6iil
Az additivitas feloldasa: az interakcié
A valtozénkénti linearitas feloldasa

o Ettdl el is tekintve, a konkrét optimalizacié szamos gyakorlati problémat vethet fel, mivel
valamilyen iterativ algoritmus kell
@ Tobb lehetéség van, kiilonféle elénydkkel és hatranyokkal (Gauss—Newton keresés,
Levenberg—Marquardt algoritmus, konjugélt gradiens keresés stb.), de mind rengeteg
numerikus kérdést vet fel:
o Meg tudjuk taldlni az optimumot? Biztosan? (Lehet-e baj a konvergenciaval? Mi legyen a
konvergencia-kritérium?)
e Mennyi id6 alatt talaljuk meg?
o Milyen kezd8értékbdl induljunk? (Milyen a médszer numerikus stabilitasa?)
e stb. stb. stb.
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Emlékeztet6iil
Az additivitas feloldasa: az interakcié
A valtozénkénti linearitas feloldasa

Nemlinearitas kezelése: algebrai linearizacio

Mi a fenti (mindig alkalmazhaté) médszerrel szemben egy masik (kénnyebb, de nem
mindig alkalmazhaté) médszert fogunk vizsgalni: algebrai linearizalas

Alkalmas transzformaciéval a nemlinearis problémat linearissa alakitjuk, azt OLS-sel
megoldjuk, majd a kapott eredményeket visszatranszformaljuk az eredeti transzformacié
inverzével

Példaul: Y = B X™¢ paramétereiben nemlineéris ..
.. de mindkét oldal logaritmusat véve log Y = log 81 + (B2 log X + &’ mér az!
Adatbazis logaritmalasa, eredmények visszahatvanyozasa

(Amint mondtuk, nem mindig alkalmazhaté, de azért nagyon sok, gyakorlatilag fontos
esetben igen)

Természetesen itt is eltérd, specifikus értelmezések jelenthetnek meg
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Log-log modell

o Példaul a Cobb-Douglas termelési modell:
Y = BiLPrKPxe,

ahol Y a kibocsatés, L a munka, K a téke (ill. altaldban a termelési tényez6k)
felhasznaldsa

o Elaszticitasa:

dY
5 dY L L
_ Y _ _ BL—1 B _
EIL(LvK)* % - dLV*ﬁlﬁLL LUK KﬁlLﬁLKﬁK *ﬁL

o Ezért nevezik konstans elaszticitast modellnek is

o Kezelése linearizalassal: mindkét oldalt logaritmaljuk

log Y = log B1 + Brlog L + Bi log K + &’
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhany , paraméterét linedris modell
Specifikaciés tesztek

Log-log modell

e Minden véltozét (eredmény és ésszes magyarazé is) logaritmalni kell
@ Innen a modell neve

o Csak a konstans lesz logaritmalva, a tobbi koefficienst a transzformacié ellenére (ill. épp
azért..) kdzvetlenil kapjuk

o Volumenhozadék (skalahozadék): Bi + [, viszonya 1-hez
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Log-lin modell

Példaul a jovedelem alakulasa:
Y = gPitheX+e

o Linearizalas ismét mindkét oldal logaritmalasaval:
logY = f1+ BoX +¢

o Elnevezés logikaja igy mar lathat6: az eredményvaltozé logaritmalva, de a magyarazé
valtozék maradnak szintben

o Novekedési rata: ef1tA(X+1+u — YeP2 pillanatnyi novekedési iitem: 3, =

Elaszticitas: Elx (X) = 45 & = BoX, tehat csak X-td| fiigg

dlogY _ 1
dX Y
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhany , paraméterét linedris modell
Specifikaciés tesztek

Lin-log modell — kakukktojas!

o Az eléz8ek alapjan mar vildgos a jelentése (pl. teriilet és kinalati ar sszefliiggése):
Y =01+ BalogX+¢

o Miért kakukktojas?

@ 3, értelmezése:

dY 5 _day
X~ x 7T axx
o Elaszticitas: B X B
_BX_ P
Elx (X) =57 =%

tehdt csak Y-tdl fligg (kdzvetlenil)
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa

Néhény nevezetes, paraméterében nemlinedris modell
Specifikaciés tesztek

Reciprok modell — kakukktojas

o Példaul keresleti modell:

Y =0+ % + €

o Miért kakukktojas?
e Aszimptotikusan: limx_,o E (Y | X) = 5
o Hatérkiadas: 9% = —£3
o Elaszticitas: 5 X 5

Elx (X)=-—22 = 22

xX)=-3v = xy

o Paraméterek értelmezése, (3, el6jelének jelentosége az ,,aszimptotikus” viselkedés

szempontjabdl: az élvezeti cikkek példaja
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Eléljaréban: a marginélis hatds altalanosabb értelmezése
A linearitas feloldasa
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Specifikaciés tesztek

A specifikacios tesztek

Itt mar nagyon erésen felmeriil a kérdés: hogyan donthetek a kilonféle figgvényformak
kozott?

Ld. a termelési figgvény példajat — megadhaté linedrisan és Cobb-Douglas jelleggel
(eredmény nagyon nem mindegy)

Hogyan lehet analitikusan dénteni?
Az el6z6 példara: BM-teszt, PE-teszt stb.
Altaldnossagban (nem csak log/lin kérdésekre, mint az elézéek): Gn. specifikaciés tesztek
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Egy egyszerii specifikacids teszt

o Egy egyszerii otlet: adjuk hozzd a magyarazé valtozékhoz a magyarazé valtozék
valamilyen nemlinedris transzformaltjat (tipikusan négyzeteiket vagy logaritmusaikat)..

..&s nézzilk meg, hogy egyiittesen szignifikansak-e!
Ha igen, az specifikacids hibara utal
(Tehat figyelem, ezt alapvetéen nem arra hasznaljuk, hogy arra kdvetkeztessiink, hogy egy

adott konkrét valtozd négyzetét vagy logaritmusat hozza kell-e adni a fliggvényformahoz,
hanem &sszességében nézziik éket, specifikacids tesztként)

@ Hatrany: sok szabadsagfokot hasznal el, és csak elég specialis alakd nemlinearitasokkal
tesztel
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Ramsey RESET-je

@ A modellspecifikacié dltalanos tesztje; emiatt elénye: nem egy adott specifikacids kérdésre
keres valaszt, hanem altalaban vizsgélja, hogy a specifikacié jo-e; hatranya, hogy ha
nemleges valaszt ad, nem deril ki, hogy pontosan mi a specifikacié baja

o Triikk: 0] regressziét becsiil, melynek eredményvaltozdja ugyanaz, de a magyarazé
véltozdkhoz hozzdadja az eredeti regresszi6 becsiilt eredményvaltozéjanak magasabb
hatvanyait (Y3-ig néha Y*-ig is):

Y =B+ BiX + ByXa+ . 4 BiXe+ Y2+ Y+

o Amit tesztelni kell az el6z6h6z hasonldéan: Hy : y1 = 72 = 0 (F-préba és LM-préba is van,
heteroszkedaszticitasra is robusztussé tehetd)

@ llyen médon takarékos a szabadsagi fokokkal, csak 2-3-at hasznal el (a fenti trikkel
»Osszesliriti” a magyarazé valtozokat), rdadasul dltaldnosabb alakd nemlinearitasok is
beleférnek ebbe, mint a csak négyzetekkel /logaritmusokkal tesztelés

@ Specifikacios teszt, tehat kihagyott valtozd detektalasara altalaban nem alkalmas
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