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1. Altalanos gondolatok

ezes

o Példaul a feladat egy ,,cs6édbe megy-e vagy sem” jellegli valtozé modellezése

e Ez binaris valtozé6 — mint az eddig targyalt dummy valtozdk, csak ezuttal ered-
ményvaltozdként

o Jelent ez médosulast? (Hiszen példaul magyardzo valtozoként mindegy volt, hogy
egy valtozé bindris, az OLS-t nem zavarta, hogy torténetesen csak 0 és 1 értékeket
vesz csak fel)

e Most drasztikusan mas a helyzet: Y nem modellezheté OLS-sel

OLS és a binaris eredményvaltozé

o Matematikai részletekbe nem megyiink bele
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o Intuitive: gondoljunk arra, hogy az OLS — elvileg — barmilyen értéket becsiilhet
—00 és 0o kozott — egy ilyen hogyan lenne értelmezhetd egy ,,cs6dbe megy-e vagy
sem” kérdés véilaszaként?!

e De: mégis lineéris struktiraban fogjuk megoldani a problémat... csak tritkkdsebben
alkalmazzuk: binaris Y helyett egy transzformalt valtozora

e Avagy — forditva megfogalmazva — megtartjuk a linearis kombinaciét, de annak az
eredményét ateresztjiik egy olyan fiiggvényen, ami a (—oo,00)-t a [0, 1]-re képezi
le

A mostani feladat altalanosabban

o Tegyiik fel, hogy elkésziilt a binaris Y-ra adott modelliink, és azt elorejelzésre
hasznaljuk

o Vegyiik észre, hogy az Y szerinti érték egyfajta csoporttagsigot jelent: becs6dolo,
miik6do

o Az elOrejelzés ebben a kontextusban lényegében besorolas egy csoportbal

o Tehat mégegyszer: a megfigyelési egység két csoport valamelyikébe tartozik, mi a
csoporttagsagaval osszefiiggd adatok alapjan tippeljiik meg a csoporttagsagot

o Ezt a feladatot dltaldban osztalyozdsnak (klasszifikdci6) nevezik

o A klasszifikdcié hatalmas gyakorlati jelentéségii feladat: melyik cég megy csédbe
(a mérlegadatai alapjdn), melyik beteg fog meghalni (a laboreredmények alapjan),
kit vesznek fel adott munkahelyre (egyéni jellemz6k alapjan) stb. stb.

2. Alapfogalmak bevezetése
A feladat atalakitasa

e Hogy a kérdést a magyarazé valtozdk linearis kombinacidjaval tudjuk kezelni, at-
tériink méas valtozoéra

o El6szor is: nem az l-es csoportba tartozas tényét, hanem annak Px feltételes
valosziniiségét fogjuk modellezni

e Az als6 index értelme: az l-es csoportba tartozds valdszinlisége, feltéve, hogy a
magyarazé valtozok X értékiliek, azaz precizen: Py =P (Y =1X )

o Ezzel a {0,1} valtozé helyett egy [0, 1]-on 1évét kell modellezni

e Vegyiik észre, hogy ezzel még nem léptiink ki az eddigi regressziés keretbdl, sot,
teljesen megfeleliink neki, hiszen egy bindris (0-1) valtozéra ez a feltételes valoszi-
niiség épp a feltételes varhatd érték!



o Azt fogjuk mondani, ez a késébbiek szempontjabdl lesz fontos, hogy az eredmény-
valtozé eloszldsa Bernoulli (p valészintiséggel vesz fel 1-et, 1 — p valdsziniiséggel
0-t), és ennek a feltételes varhaté értékét modellezziik

A feladat tovabbi atalakitasa

e Ez persze még mindig kevés, ezért ijabb transzformaciot alkalmazunk

o Odds (esély) fogalma: az 1-es csoportba tartozas valészintisége a 0-s csoportba tar-
tozas valdszinliségéhez viszonyitva, jelen esetben valdsziniiség osztva 1-valdsziniiséggel

o Azaz p
X
oddsy = - Py
o Konnyen megoldhaté Px-re:
oddsx
IPX =
* 1+ odds X

Es még egy atalakitas
o Az odds mér a [0, 00) intervallumon van
e Majdnem jo, egy utolsé triikk: bevezetjik a logit fogalmat, mint log-odds:
logitx = Inoddsx
o Esezmér a (—oo,00)-n van (és szimmetrikussa is tettiik a siker és kudarc eloszlését
rajta)!
e Na, ezt fogjuk linearis struktaraval modellezni!

logiti =060+ 1 X1+ PoXo+ ...+ B Xy = XT,B
e A mobdszer neve: logit regresszio, vagy logisztikus regresszio

Figyeljiik meg, hogy itt nincs hibatag, hiszen az ingadozas abban fejezodik ki, hogy ez
csak a feltételes varhato érték, amire ,,rarakédik” az eredményvaltoz6 Bernoulli eloszlasa.
Igazabdl a linedris regresszid is leirhaté lett volna igy: a feltételes varhaté értéket model-
lezziik linedrisan, majd rakevertink egy N (0, 02) eloszlast. Itt ugyanez torténik, csak a
linedris kombindciét még meg is transzformaljuk, és nem normalisat, hanem Bernoulli-t
kevertunk ra. Erre a gondolatra késébb még visszatérink.



A logisztikus regresszio visszafejtése

o Jatszuk el mindezt visszafelé, feltéve, hogy S-k mar ismert:

logit y = Bo + B1X1 + BoXo + ... + B Xk

oddsy = PotBr1X1+B2Xot. +Br Xy,
ePotBrXi+B2 Xo+..+Bp Xy X8
Pi: 1 + ePotPrXi+BaXo+...+B8, Xy - 1 —G—GXT/?
o Az utolsé lépésben kapott f(x) = % = H% épp a kordbban emlegetett,

(—00,00)-t a [0, 1]-be képezd fliggvény!
o [ ismeretében egyszerli algebrai miiveletekkel kapjuk a siker valdszintiségeit
o Es az utolsé 1épés: hogy becsiiljitk meg B-t?

e Sajnos az OLS — ahogy mar mondtuk — nem jo, (ij médszer kell: maximum likeli-
hood (ML) becslés

3. A logisztikus regresszio becslése és alkalmazasa
A logisztikus regressziés modell becslése

o Minden b valasztashoz meghatdrozhaté a minta (itt: adatbazisunk) likelihood-ja
(precizen: adott b mellett mekkora likelihood-dal jott volna ki a mintédnk)

o Ezt fogjuk a b-ban maximalizalni, és igy kapjuk ﬂ/l\_/[\L—t
e Kérdés: hogyan kapjuk a minta likelihood-jat?

o Annyira nem nehéz, hiszen egy mintaelemre a kijovetelének valdszintisége Px (ha
az eredményvaltozdja 1) illetve 1 — Px (ha eredményvaltozdja 0), mely értékek
kiszamithatéak adott b mellett (mér lattuk is)

o Maér csak az egész mintara (nem egyes mintaelemekre) kell kiszamitani, itt fiigget-

lenség feltételezésével éliink

A logisztikus regressziés modell becslése
o Az egész minta likelihood-ja igy:
n 1-Y;

L (bo,br,...by HIP’X 1T (1—1%):1_[%1» (“P&) -

=1 Y;=0 =1

n XTb Yi X.Tb =
= 1— | ————
paie 1+ eXTb 1+ eXib



e Ezzel a megoldandé feladat:

max l;(bo,bl,...,bk)

bo,b1,...,bg
A logisztikus regressziés modell becslése

e E helyett a gyakorlatban inkabb a vele ekvivalens

min  —2In L (by, by,...,bg)

bo,b1,...,bx
feladatot oldjuk meg (nem csak numerikus okokbdl)

o Fontos kiilonbség, hogy mig linearis regresszié esetén volt zart alak(i megoldas, itt
altaldban nincs, numerikus eljarast kell hasznélni

Alkalmazas: elemzés

o Ertelmezziik az egyiitthatékat:

OddSX1,...,Xl,l,Xl+1,Xl+1,...,Xk eXl,...,Xl—l:Xl+1,Xl+17..-,Xk

= B

OddSXl,-~~,Xz—1,Xz,Xl+17~-7Xk eX1rXi-1, Xp X1, X

o Ezért az ef-kat is meg szoktdk adni a programok, a neviik esélyhanyados (odds
ratio, OR)

Alkalmazas: elorejelzés
o Még egy megfontolast kell tenni: csak cs6édvaldszintiséget kaptunk... de az eldrejel-
zésben konkrét kimenet kell! Mikor soroljuk becs6dolébe? Ha ez a valdszintliség
0,5-nél nagyobb? 0,1-nél? 0,99-nél...7
o Jeldlje ezt a hatart C (cut-off point, cut value):
Y=1aPx>C
o Ekkor kiillénb6z6 C-khez kiillonb6z6 konkrét klasszifikacidk tartoznak
A klasszifikacio josaganak mérése

o Legalapvet6bb eszkoz a klasszifikacids matrix:

| [ 9=1]9=0]
y=1 1
y=0 38

ol S




6+38 —

o Féatléban a helyes osztalyozasok, ezek ardnya a helyes osztalyozési rata (itt 5T1it5438 =

0,88)

o Mellékatloban: els6- és masodfaju hibék (specificitds, szenzitivitas)

o Gondoljuk végig, hogyan valtozik ezek aranya C novelésére, ill. csokkentésére

o Szenzitivitas az (1-specificitas) fiiggvényeben kiilonboz6 C-kre: ROC-gorbe (terii-
let alatta: AUC)

C megvalasztasa veszteség-fiiggvény alapjan

o Ha tudjuk, hogy az egyes hibak milyen ,koltséget” jelentenek, akkor analitikusan
valaszthatunk optimalis C-t

o Veszteség-matrix:

e Ezzel az €l6z6 klasszifikacids matrix koltsége:

6-0+1-1+5-0,2+38-(—0,2) = —5,6

Azt a C-t valasztjuk, aminél ez minimélis!

C megvalasztasa veszteség-fiiggvény nélkiil

e (C korrekt megvalasztisa csak veszteség-figgvény ismeretében lehetséges: ha nem
tudjuk, hogy milyen silya a kétféle hibazas, akkor honnan tudhatnank egyaltalan
megmondani, hogy mi az, hogy ,,j6” valasztas?

o Néha azonban mégis rakényszeriiliink a veszteségek ismerete nélkiili dontésre

o Klasszikus (nem ROC-gorbére tdmaszkodo) heurisztikdk:
— Fix 0,5-6s cutoff
— A cutoff legyen az 1-esek mintabeli ardnya
— A cutoff legyen olyan, hogy azzal a predikalt 1-esek arianya megegyezzen az
1-esek mintabeli aranyaval
e Optimalizalds a ROC-gorbe alapjan:
— A specificitas és a szenzitivitds 6sszege legyen maximalis (Youden-szabaly)

— A bal fels6 — optimalis — ponthoz legkozelebbi pont vélasztésa (azaz (1 — Se)?+
(1— S’p)2 legyen minimalis)



Modelljellemzés pszeudo-R? mutatéval

o Az OLS-nél ldtott R2-hez hasonlé elvii (,hol jarunk az titon?”) mutaté szeretnénk
LR-re is

e Az ESS helyett itt a —21In L jellemzi a modellt

o Mi a tokéletes modell? - Px =1haY =1é Px =0 ha Y =0 — mennyi ennek
a likelihoodja?

e« Epp1, —2InL =0

o Az iires — semmilyen magyardzé valtozét nem tartalmazé modell — —21n L-je ana-
litikusan meghatarozhaté (analég a helyzet az OLS-sel)

e Az alapjan a McFadden-féle pszeudo-R?:

(=2In Lyun) — (—21n Liargy )
—21In Ly

R? =

e Sok fenntartas van az ilyen mutatokkal kapcsolatban!

Modellszelekcid
e Nested modellszelekcid,

Ho:Bgr1=0Bg+2=-..=Bg+m =0

e Ha nagy mintank van, akkor rendkiviil kényelmesen vizsgalhaté egy 1j probakészi-
tési elvvel, az Gn. likelihood-hanyados (LR) elven konstrudlt teszttel:

(—2lnEHO> — (—21an1> ~ X2

« Ures modelltél valé szignifikans kiilonbozés tesztelése: fiiggetlenségvizsgalat

e Szaturdlt modelltdl van szignifikans kiilonbozés tesztelése: illeszkedésvizsgilat
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