Hipotézisvizsgalat és intervallumbecslés
linearis modellben

Ferenci Tamas
tamas.ferenci@Omedstat.hu

Utoljara frissitve: 2023. majus 12.

Tartalom

Tartalomjegyzék

1 Alkalmazasi feltételek 1
2 Egy paraméter 1
3 Modell egésze 2
4 Tetszoleges szamu paraméter 3
5 Lineéris megkotés(ek) 5

1. Alkalmazasi feltételek

Emlékeztetoiil

o A most kovetkez6 eredmények csak akkor egzaktak, ha a hibanormalitéds is fennall

o Am aszimptotikusak, igy kozelitSleg akkor is fenndlnak, ha elég nagy a mintanagy-
sdg (minél nagyobb, annél inkabb)

Ez a centralis hatareloszlas-tétel miatt van igy.

2. Egy paraméter

Becsiilt regresszios koefficiensek mintavételi eloszlasa
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e A ,BA’Z becsiilt regressziés koefficiens mintavételi ingadozasat tehat a kdvetkezd dssze-
fliggés irja le:

Bi — Bi ~N(0,1),

«(3)
abol se (5;) = \/“2 [(XTX>_1] bk

« Sajnos ezzel a gyakorlatban nem sokra megyiink, mert o-et dltaldban nem ismer-
jik

o Helyettesitsiik a j6 tulajdonsdgi becsléjével, o2-tel!

o Igy persze mar mds lesz az eloszlds, de szerencsére meghatdrozhaté, hogy mi, és
nem bonyolult: n — (k + 1) szabadsagfoku t-eloszlés

Valtozo6 relevanciaja
Egy valtozét relevansnak neveziink, ha a sokasagi paramétere nem nulla: 3; # 0.

Hipotézisvizsgalat valtozé relevanciajara
Ez alapjan méar konstrualhatunk prébat valtozé relevancidjanak vizsgalatara:

1. H0B1:0

2. Ekkor (azaz ha ez fennall!) a tempi = % kifejezés n — (k + 1) szabadsagfokt
se i
t-eloszlast kovet (nulleloszlas)
3. Szédmitsuk ki a konkrét temp -t a mintankbol és dontsiik el, hogy hihetd-e, hogy
tn—(k+1)-bOl szdrmazik

Hipotézisvizsgalat valtozo relevanciajara

A hipotézisvizsgdlat elvégzéséhez sziikséges minden tudnivalét — a nullhipotézisen ki-
viil — 6sszefoglal tehat a kovetkezo kifejezés (a késébbiekben is ezt a sémét fogjuk hasz-
nalni hipotézisvizsgdlatok megadasara):

i n
temp,i = 71/\ ~ tnf(kJrl)'
se (BZ)

E préba preciz neve: valtozo relevancidjara irdnyulé (parcidlis) t-préba



3. Modell egésze

Modell egészének relevanciaja

e A korabban latott t-préba azért volt ,parcidlis”, mert egy valtozd irrelevancidjat

vizsgalta

e Felmeriil a kérdés, hogy definidlhaté-e a modell egészének irrelevanciaja

e Igen, mégpedig gy, hogy valamennyi magyardzé valtozd paramétere egyiittesen is

irrelevans:

Hy:p1=po=...=6,=0

o (Természetesen a [y nincs felsorolval)

o Rovid jelolés arra, hogy 81 = 0 és B = 0 stb. és S = 0 (semmilyen mds eset

jelolésére ne hasznaljuk az egyenléséglancot!)

o Figyelem: az ,egyszerre nulla mindegyik” ¢{6bb mint, hogy ,kiilon-kiilon nulla mind-

egyik”!

Modell egészének relevanciaja

e A modell egészének irrelevancidjara magyarul azt jelenti, hogy a modell nem tér

el 1ényegesen a nullmodelltol

o Implikalja, hogy minden magyarazé valtozé kiilon-kilon is irrelevans (tartalmazza
ezeket a hipotéziseket) — el6bb teszteljiik a modell egészének irrelevancidjit, és

csak ennek elvetése utana teszteljiik a valtozdkat parcidlisan
e A préba konkrét alakja:

RSS/k
ESS/[n—(k+1

H
Femp = )] ~ ]:k,n—(k:-l-l)

Modell egészének relevanciaja

o A tesztstatisztika atirhaté mint

RSS/k R%/k

ESS/[n—(k+1)] (1-R?)/[n—(k+1)]

e Persze: a ,nem tér el lényegesen a nullmodelltol” tgy is megfogalmazhatd, hogy

az ,R? nem tér el lényegesen a nullatél” (Hy : R? = 0 is mondhaté lett volna)



Modell egészének relevanciaja

o A préba neve: a modell egészének relevancidjara iranyul6 (globdlis) F-préba

o Szokds ANOVA-prébanak is nevezni (a 7'SS = ESS + RSS variancia-felbontdson

alapszik; szdmldloban és nevezében a fokszammal normalt szérasnégyzetek vannak)

o Tipikus eredménykozlés az in. ANOVA-tablaban

4. Tetszoleges szamu paraméter
Felvezet6é gondolatok

e Valamennyi eddigi proba felirhaté tgy, hogy van egy modelliink, a nullhipotézis
pedig egy megkdtést jelent arra a modellre

e Azaz lényegében két modelliink van, egy megkotés nélkiili és egy megkotott

o Mellesleg a megkotott modell szitkségképp rosszabb, de legaldbbis nem jobb (szii-
kebb tartoméanyon vett optimum nem lehet jobb, mint egy bévebben vett), emiatt
ugy is megfogalmazhatd a kérdés, hogy a kiillonbség 1ényeges-e

o Az ilyen helyzetre — mint barmilyen helyzetre — tobbféle elven lehet tesztet konst-
rualni

o Wald-elv, LM-elv, LR-elv

e Az eddigi két préba Wald-elven is kihozhatd

Tetszoleges szami paraméter tesztelése Wald-elven

o Most felirjuk a két modellt explicite is, mert a nullhipotézis alakja szebb lesz (ez
pusztan formai kérdés):
o Az egyik modell a bévebb (U — unrestricted), a masik a sziikebb (R — restricted):
U:Y=B0+B1X1+...+Bg-1Xq-1+BqXq+ Bg+1Xq4+1+ ...+ BgtmXg+m teu

R:Y =B+ B1X1+...+Bg-1Xq_1+B¢Xq+er

e Hy : Byy1 = Bg+2 = ... = Bg+m = 0, tehat megadott m darab valtozé még
0sszességében sem bir 1ényeges magyarazo erével



Tetszoleges szamii paraméter tesztelése Wald-elven
A proba:

(ESSp — ESSy) Jm
ESSy/(n—q—m)

(By —RR)/m  my -
(1-R%)/(n—q—m) o

Femp =

Ebbdl a felirasbdl 1latszik jol, hogy ez a teszt Ggy is felfoghatd, mint ami a t6bbszoros
determinéciés egyiitthatdk kiilonbségét itéli meg.

Specialis esetek

o Vegyiik észre, hogy ez az altalanos megkozelités a két, eddig latott tesztet is tar-
talmazza specidlis esetként!

e Ham =1, akkor F' = t?: visszakaptuk a t-tesztet

— Am figyelem: a Wald-teszt nem ekvivalens a t-préba m-szeri elvégzésével
(kiilon-kiilon az egyes valtozokra)!

e Ha m = k, akkor Fywaq = Fanova: visszakaptuk a fuggetlenségvizsgalatot

o Logikusak, hiszen a nullhipotézisek is azonos alaktak lettek

Az els6 allitdshoz hozzd kell még tenni, hogy az (1,n — k) paraméterti F-eloszlas épp
az n — k szabadsagfoku t-eloszlds négyzetével esik egybe.

Kitéro: a Lagrange Multiplikator (LM)-elv

o Az LM (Lagrange Multiplikdtor) proba hipotézispérja teljesen azonos alaku a
Wald- F'-teszttel:

U:Y = 60 + ﬁlXI +...+ 6q71Xq71 + ﬂqu + 6q+1Xq+1 +...+ /8q+qu+m +eu
R:Y =80+ p1X1+ ...+ Bg—1Xq-1+ BgXq+¢eRr

és Ho : Bg41 = Bgr2 = - = Bgrm =0

o A kiilonbség a modellezés filozéfidjadban van (Id. késébb), a teszt tulajdonsigai,
alkalmazhatosiga is eltér6

o Alapétlet: becsiiljiik meg a sziikebb modellt, és szamitsuk ki ez alapjan a becsiilt
reziduumokat. Ha fennall Hg, akkor ezek a reziduumok nem magyarazhatoak
lényegesen sem a sziikebb modell valtozdival (OLS kovetkezménye), sem a vizsgélt
valtozokkal (Hp kévetkezménye). Azaz: ha a becsiilt reziduumokat kiregresszaljuk
az Osszes valtozdval, akkor sem tudjuk azt lényegesen magyarazni, ha fennall a Hy.



Az LM-préba probafiiggvénye

e Ezen intuitiv indoklas utan a probafiiggvény:

2 Ho =2
n R€R|X17X27-~~:Xq+m Xm

o Itt ep jelolés arra utal, hogy a sziikkebb (R) modellbél kapott reziduumokrdl van
Sz0

5. Lineéris megkotés(ek)
Linearis kombinacio tesztelése

e A séma:
rif1+refat .. B =1

e Avagy roviden: v’ 3 =r
e To6bb koefficienst is érinthet, de csak egy egyenletet tartalmazhat

o Példaul:

— Két koefficiens egyezik, 5; = B, (ekkor r; = +1, r,;, = —1, a t6bbi 7; nulla és
r=0)

— Egyik koefficiens c-szerese a masiknak, 8; = ¢, (ekkor r; = +1, r,,, = —¢, a
tobbi 7; nulla és r = 0)

— Az 6sszes koefficiens 6sszege épp nulla (ekkor mindegyik 7; 1 és r = 0)

Linearis kombinacio tesztelése

A normalis linearis modellben erre teszt szerkeszthetd

Megvalésitas: egyik lehet6ség, hogy a t-probdahoz hasonld alakra vezetjiik vissza

Legyen 7”131 + 7“232 4+ ...+ rk@g =7, ekkor

T —1 H, ;
e (?) nf(k+1)

e Ez az an. kozvetlen t-préoba

e Vizsgalhaté Wald-jellegli préobaval is



Specialis esetek

o Ez tartalmazza specidlis esetként a parcialis t-prébat

e De mast nem: kettd vagy tobb paraméter egyideji nulla mivolta tobb megkotést
jelent

e Szerencsére az elObbi kiterjesztheté tobb megkdtés tesztelésére is:

ri’B=nm
r2’ 3 =1y
rmTIB =Tm

e Az ;" sorvektorokat rakjuk 6ssze egy R matrixba, az r; skalarokat egy r oszlop-
vektorba

Tobb megkotés egyidejii tesztelése

o (Célszeru feliras:

H() : Rﬁ =7,
ahol R m x k tipust (tehdt m a megszoritdsok szdma)

e Az erre adhaté teszt:

. T -1 -1 .
(Rﬂ _ r) [R (XT X) R” ] (Rﬂ _ r) /m
ESS/ [n — (k+1)]
{I\E).F[mjn— (k:—f—l)]

Hy
~Y

Fernp =

Feltétel még, hogy R teljes sorrangi legyen (rankR = m), ami azt a kézenfekvd
kovetelményt fogalmazza meg, hogy a megszoritdsok ne legyenek (linedris értelemben)
redundénsak.

Konkrét példak a fenti sémara

o Ellen6rizhetd, hogy ha példaul...
- .R= <O 0 ... 01 0...0) és r = 0, akkor a t-tesztet ...



010 0 0 0
001 ...00 0
- R=1: .t i]ér=|:| akkor az ANOVA-t..
000 ... 10 0
000 ... 01 0
- .R = ()\51 ABy .- A5k> és r = A, akkor a linearis kombinaci6 tesztelé-

sét...
o ..kapjuk vissza.
Specialis esetek

o Ez a képlet viszont minden eddig latott dolgot tartalmaz specialis esetként!

o Wald-elven
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