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Deskriptiv és kovetkeztetd statisztika

@ Az el6bbi targyalds pusztan deskriptiv volt: egy darab mintat tekintett, amire
meghatarozott egy darab regresszids fliggvényt és kész

@ Mintha a feladat csak annyi lenne, hogy pontokra hizzunk egy rajuk jol illeszked6 gorbét

o Ez a , gorbeillesztési” szemlélet elsé ranézésre konnyen megérthetd, és latszélag
egyszerUsiti a helyzetet, valéjaban azonban rendkiviil hatraltaté a valédi megértésre nézve

@ Nem teszi lehetévé ugyanis annak megértését, hogy a hattérben van egy sokasag, és a
gorbe nem univerzélisan jellemzi azt, hanem csak az adott, konkrét mintara illeszkedik
legjobban, és masik mintabdél masik gérbét kaptunk volna

@ Azaz: figyelmen kiviil hagyja a mintavételi helyzetet
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A mintavételi helyzet hatasai

@ Van egy elméleti regresszi6 a sokasagban (3)
@ Az adatbazisunk alapjan megkaptuk a regresszids egyenest (B)

@ Az adatbazis azonban csak egy minta a sokasagabdl, igy a ﬁA, paraméterek annak hatasat
is tikrozik, hogy konkrétan milyen mintat valasztottunk

o Mintavételi ingadozas |ép fel (még akkor is, ha tokéletesen véletlen a mintavétel, ennek
tehat semmi kéze pl. a reprezentativitashoz)

o Tehat: az egyes 3; paraméterek ,mintarél-mintdra ingadoznak”: minden mintdbdl mas
paramétereket kapnank

o (Természetesen reméljiik, hogy az ingadozas ,kellemes” tulajdonsigokkal bir, példaul a
valds érték koriil torténik, szorosan kériilstte stb., errél késdbb)

o Ez tehat egy becslési feladat; az OLS-nek, mint becsl6fiiggvénynek vizsgalhatdak a
tulajdonsagai
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Még egy fontos megjegyzés

@ Nem elég annyit mondani, hogy ,j6, hat akkor a hattérben van egy sokasag is", mintha
ezzel el lenne intézve ez a kérdés

@ Azt is vildgosan latni kell, hogy az egész targyalas kiindulépontja, hogy erre feltételeziink
egy modellt (pl. azt, hogy Y = 8o + S1.X1 + ... + Bk Xk + €)

o Ez egy feltételezés, mivel a sokasagot nem ismerjiik, igy biztosan nem tudhatjuk, hogy
igaz-e (csak kovetkeztethetiink ra)

@ De minden tovabbi levezetés mogott ott lesz, hogy mi mit gondoltunk, hogyan viselkedik a
sokasag, mi a sokasagi modell
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Elokésziilet a mintavétel vizsgalatahoz

@ Ahhoz, hogy a mintavétel hatidsat matematikailag tudjuk vizsgélni, az OLS-becsl6t val.

valtozokra kell raereszteni (szemben az eddigi képlettel — 5/O\Ls = (XTX)f1 XTy — ahol
konkrét szdmokra futtattuk)

@ Pontosan ugyan(gy, ahogy az %27:1 x;-t sem tudjuk kovetkeztet6 statisztikailag vizsgalni

(az egy szém), hanem az 1 37 | X;-t nézziik
— —1
o Minket tehat Bors = (X7X) ~ XTY fog érdekelni

—

@ Ahogy az el6bbi atlagos példaban, igy itt is igaz lesz, hogy ekkor a QOLS mar nem egy
konkrét érték (vektor), hanem egy — vektor értékii — val. véltozd, tehat eloszlasa van!

@ Ez a mintavételi eloszlds, mi erre, ennek tulajdonsagaira, a j6 tulajdonsagok feltételeire
stb. leszlink kivancsiak

@ El6bb szimulaciéval nyeriink képet, aztan matematikailag is levezetjiik
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Monte Carlo szimulacié hasznéalata

@ Szamos konkrét véletlen mintat vesziink egy elére specifikalt populaciébél
(véletlenszam-generatort hasznalunk)

Lényegében: empirikusan vizsgalunk egy elméleti kérdést

Valszdmos embert jatszunk: ugye azt mondtuk, hogy a valszdmosok lgy dolgoznak
mintha valahonnan ismernék a sokasagi eloszlast — hat most tényleg ismerjiik!

Példanak okaért, legyen a valddi sokasagi eloszlas
77 422 0,6 -20-42
(X, Y)~ N (26> ’ (0,6 -20 - 42 202 >
o Ezért a valddi regresszids egyenes, a mar latottak szerint:

12
IE(Y|X):4+EX%4+O,2857X

Szimuléciés paraméterek: n = 100 elem{i minta a fenti sokasagbdl, 1000 ismétlés
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col2 versus coll (with least squares fit)

T
Y = 0,444 + 0,345X —— +
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col2 versus coll (with least squares fit)

T T T T
Y =1,75 + 0,309X ——
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col2 versus col1 (with least squares fit)

1,33 +0,303X
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col2 versus coll (with least squares fit)

T
Y = 5,55 + 0,261X ——
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80

col2 versus coll (with least squares fit)

T
Y = 5,15+ 0,284X ——



tamas.ferenci@medstat.hu

Density

T
Test statistic for normality:
Chi-square(2) = 1,005 [0,6049]

Az OLS becsl8

beta_1
N(3,996 3,3149)

i és az OLS
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A szimulac

T
Test statistic for normality:
Chi-square(2) = 0,330 [0,8479]

Density

beta_2

Az OLS becsl8

T T

beta_2
N(0,28569 0,038682)

i és az OLS al
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Az OLS becsl8

ései és az OLS
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Az OLS-becsld mintavételi eloszlasa

— -1
o Tudjuk, hogy Bors = (XTé) éTl

o Valamint elfogadtuk feltételezésként, hogy a sokasdgi modell
Y=B0+/Xi+. .. . +BXe+e=X"B+e
o Es ez van mindegyik megfigyelési egység mogott is, tehat a mintavétel elemzéséhez ezt is
irhatjuk:
Yi = Bo+ BiXin + BaXio + ... + BuXik + i
o Roviden, értelemszerii vektorokba/matrixokba fogéssal: Y; = L.Tﬂ + € avagy az egész
adatbézisra: Y = X8 +¢

@ Na de rakjuk csak ossze a kettét:
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Az OLS standard modellfeltevési

Ahhoz, hogy az OLS-nek fennélljanak bizonyos elényés tulajdonsagai, meghatarozott
feltevéseknek teljesiilniiik kell. Az Gn. standard linearis modell feltevései:

@ Linearitas

@ Nincs egzakt multikollinearitas
@ Erés (vagy szigor() exogenitas
@ Homoszkedaszticitas

@ Autokorrelalatlansag
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A sokasagot valgjdban leiré modell tényleg a feltételezett, azaz fenndll, hogy

Y =00+ X1+ B2 Xo+ ... + B Xk + €
és ez igaz mindegyik megfigyelési egységre, és igy az egész mintara is:

Y=XB+¢
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Nincs egzakt multikollinearitas

Egzakt multikollinearitdsnak nevezziik, ha az adatmatrix nem teljes oszloprangti
Tehat: az oszlopok kozott linedris kapcsolat van
Azaz valamelyik valtozé eléallithatd a tobbi linearis kombinacidjaként

Erezhetd, hogy nem tiil szerencsés: minek hasznéljuk egyaltalan azt a valtozét..? (Ugyis
linedris kombinaciét képeziink a tobbibél is!) — a hatidsok nem lesznek szétvalaszthatdak
@ S6t: az OLS becsldfiiggvényébdl az is latszik, hogy ilyenkor teljesen elakadunk: X7 X
szingularis (éTé 1 valésziniiséggel szingularis)

o Ennek feltétele: X (X) nem teljes oszloprangi
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o A feltétel tehat: az adatmatrix 1 valdsziniiséggel legyen teljes oszloprang:

P (rankX = k+1) =1

o Ez implikélja, hogy n > k + 1 (kevesebb mint k + 1-dimenziés vektorbdl nincs k + 1
fuggetlen)
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o Minden i =1,2 ..., n-re

E(€;|K,-)=0

@ Tartalma: a hibdk — az Gn. varhaté érték fiiggetlenség értelemben — fiiggetlenek a
magyarazé valtozoktol
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Az erds exogenitads kovetkezményei

@ Toronyszabaly miatt a feltétel nélkdli varhaté érték is nulla:
E [E (s | g,.)} —Ee; =E(0)=0

o A vérhat6 érték fiiggetlenség impliklja a korrelalatlansagot: cov (X, e;) = 0 avagy —
ezzel egyenértékiien, hiszen Ec; = 0 — E (Xye;) =0

@ Szokas a korreldlatlansag helyett azt is mondani, hogy a hibdk ortogonalisak a
magyarazoévaltozdkra
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Az erds exogenitas sériilésének tipikus esetei

@ Van olyan véltozd, ami lényeges magyardzé valtozé lenne (tehat valédi — sokasagi — (-ja
nem nulla), de mégsem szerepel a modellben, mikbzben legalabb egy magyarazé valtozéval
korrelal (kihagyott valtozé esete, ,omitted variable bias") — ez épp a confounding!

o Mérési hiba magyarazd valtozénal (tehat a mérési valtozdk valédi értékét nem, csak
valamilyen zajjal terhelve tudjuk mérni)

e Szimultaneitds (toébbegyenletes modelleknél)
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Az erds exogenitas sériilésének kezelése

@ A problémat orvosolhatjuk a megfelel6(bb) modellspecifikaciéval, fiiggéen attdl, hogy
pontosan mi a baj oka...

o ..illetve bizonyos statisztikai eszkdzok is a rendelkezésiinkre allnak, ilyen az instrumentalis
valtozds (IV) becslés, a kétfazisu legkisebb négyzetek médszere (TSLS) stb.
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Homoszkedaszticitas

o A feltétel azt kéti ki, hogy o2 := D? (5,- | é) = o2 -t fiiggetleniil minden
i=1,2,...,nre
e Tartalma: a hibak kilénb6z8 megfigyelésekhez tartozd szérasa allandé (nem fiigg attdl,

hogy melyik megfigyelésrél van sz6) avagy — masként megfogalmazva ugyanez — a becsiilt
értékek szérdédasa a tényleges koril allando

o Jellemz8en keresztmetszeti adatoknal felmeriilé kérdés (hamarosan foglalkozunk is vele
bévebben)
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Autokorrelalatlansag

Tartalma: a kiilonb6zé megfigyelésekhez tartozé hibdk korreldlatlanok egymassal

Fae mintavételezésnél ez tehat automatikusan teljesiil!

@ Nem fae esetben a feltétel azt koti ki, hogy cov (s,-,sj | é) =0 minden i,j=1,2,...,n,

i # j-re

o Ezzel egyenértékii E (€;Ej | é) = 0 (hiszen Eg; = 0, igy a kovariancia a két valtozd
szorzatanak varhaté értéke)
o Elsésorban idésoros adatok kérdéskdre, most nem is foglalkozunk vele bévebben
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A homoszkedaszticitas és az autokorrelalatlansag egyiitt

o Mindkettd felfoghatd tgy, mint az ¢; hibak (feltételes) kovarianciamétrixara vonatkozd
megkotés
o Homoszkedaszticitas: a kovarianciamatrix f64tléjaban ugyanazok az elemek (o) vannak
(ugye itt vannak a szérasnégyzetek)
o Autokorrelalatlansag: a kovarianciamatrix f6atldjan kiviili elemek nulldk (a matrix diagonilis)

o A kettd egyiitt: a kovarianciamétrix o2l alaki (szokas az ilyet skalarmatrixnak is nevezni)
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Nem részletezziik, de belathatd, hogy ez esetben a o2-re adhaté OLS-becslés:

ESS ~ @e’e
n—(k+1) n—(k+1)

02 =
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Mintavételileg rogzitett magyarazé valtozék

Egyszer(ibb targyalasok azt feltételezik, hogy a magyardzé valtozék mintavételileg
rogzitettek (mintha determinisztikusan megszabhatnank az értékiket: X igazabdl x;)
@ Ennek sok baja van:

© Nem annyira szép és elegans (nyilvan ez specidlis esete a mi targyalasunknak!)

© Nem teszi lehetévé egy sor kérdés mélyebb targyalasat

© Alapjaban megkérddjelezhetd az alkalmazasa nem-experimentélis tudomanyokban (mint a
kdzgazdasagtan...)

Az elénye, hogy egyszeriisit: ekkor a hiba feltételes és feltétel nélkiili eloszldsa ugyanaz
lesz, a '| X' jellegli feltételek elhagyhatdak..

(]

@ ..emiatt a modellfeltevések a kdvetkezOkre egyszeriisédnek:
o ErGs exogenitds: Ec; =0 minden i =1,2,...,n-re
o Homoszkedaszticitas: D%¢; = o2 minden i =1,2,..., n-re
o Autokorrelalatlansag: E (gje;) =0 minden i # j=1,2,...,n
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@ Ezek lesznek a standard modellfeltevések...

o ..most nekiadllunk megvizsgalni, hogy a teljesiilésiik esetén milyen tulajdonsagokkal bir az
OLS-becslé
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Varhato érték

o Tudjuk, hogy
—_— 71
BoLs = B+ (éTé) X'e

e Ez alapjan mi Bors vérhaté értéke (varhat6 érték-vektora)?

EBors = B +E |:(XTX)_1XT5:| _

1>

—B+E{E {(XTX)IXTE

|

IﬂHE{(XTX)_lXTIE [5|X}} =

@ Az er6s exogenitas fennéllasa esetén tehat az OLS szolgéltatta becslések torzitatlanok
o Nem bizonyitjuk, de az is igaz, hogy konzisztensek
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Kovarianciamatrix

Az elébbi ismeretében:
—_— —_— —— T
D?Bors = |:<ﬁOLS - EﬁOLs) . (BOLS - EﬁoLs) } =

(Bors - ) - (Bors - 8) | =
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Az OLS modellfeltevései
A Gauss—Markov tétel

@ Ha mindegyik feltevés teljesiil, akkor linearis torzitatlan becslok kdrében az OLS-becsld
minimélis varianciaji (azaz hatasos)
o Tehat: D? (BOLS) < D? (,6’) barmely mas 3’ linearis becslére, amire E (,6') = 3 (azaz

torzitatlan)
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Osszefoglalva

@ Amennyiben a standard modellfeltevések koziil teljesil a:
o Linearitas
o Nincs egzakt multikollinearitas
o ErGs exogenitas
akkor az OLS szolgéltatatta becslések torzitatlanok és konzisztensek
@ Ha ezen feliil teljesiil a:

o Homoszkedaszticitas
o Autokorreldlatlansag

akkor az OLS szolgéltatta becslések hatdsosak (minimalis variancijuk) is
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Mintavételi helyzet
A mintavétel tulajdonsigok szemléltetése szimulaciéval
A mintavétel tulajdonsidgok matematikai levezetése

Az OLS modellfeltevései
BLUE-tulajdonsag

Ezt roviden gy szoktak megfogalmazni, hogy ha valamennyi standard modellfeltétel teljesiil,
akkor az OLS szolgéltatta becslések BLUE-k:

@ Best (minimalis varianciaju)
@ Linear (linedris a mintaelemekben)
@ Unbiased (torzitatlan)
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A o2 és a koefficiensek kovarianciamatrixanak becsléi

o A g%nekao?= % becslje torzitatlan, ha mindegyik feltétel fennall

—~ -1
o A f3; koefficiensek kovarianciamatrixdnak o2 (XTé) becsléje szintén

e Tehat vigyazat: itt mar a torzitatlansdghoz is kell mindegyik feltétel (a
homoszkedaszticitas és az autokorrelalatlanség is)!
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A (3; koefficiensek eloszlasa

o Az eddigi eredmények ugyan nagyon biztatbéak, de még mindig nem mondanak semmit
arrél, hogy konkrétan mi a becsiilt koefficiensek (mintavételi) eloszlisa

_— -1

o A Bors = B+ (gé) XTe nem sok jét sejtet: ebbdl tigy tiinik, hogy ez X-t8l és e-td|
is fligg, rdadasul egy elég komplexnek kinéz6 maédon..

@ Szerencsére nem ennyire rossz a helyzet!

@ Van egy nevezetes specidlis eset, amikor a becsiilt koefficiensek eloszldsa egyszerii alaku,
és nem is fiigg X eloszlasatdl, ez pedig az, ha a hibak feltételes eloszlasa normalis

o Vigyazat: a hibdk normalitdsa nem része a standard modellfeltevéseknek, azaz a BLUE-sag
akkor is megvalésul, ha a hibdk eloszlasa nem normalis!

@ Raadasul, még ha nem is tudjuk, hogy a normalitas teljesiil, de nagy a mintank, akkor a
centrdlis hatareloszlas-tétel miatt aszimptotikus kozelitésként akkor is hasznalhatjuk az igy
nyert eredményeket
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Hibak normalitasa

o ¢ feltételes eloszldsa feltéve X-et tobbvaltozés normilis

o A standard modellfeltevéseket is felhasznalva ez azt jelenti, hogy
el X~N(0,0%)

o Ez lathatéan nem fiigg X-tdl, igy persze a hibak feltétel nélkiili eloszlasa is (0,02|)
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Hibanormalitas és a becsult koefficiensek eloszlasa

-1
@ Ha ¢ eloszlasa normalis, akkor (éTé) éTg—é is az
@ Ez azért nagyon j6 hir, mert a normalis eloszlashoz csak két dolgot kell tudnunk: varhaté
érték-vektort és kovarianciamatrixot!
@ Az viszont kénnyen meghatarozhaté (az egyszeriiség kedvéért a | X feltételt nem irjuk ki a

kévetkezékben)

o Virhat6 érték: E [(XTX)_lXTE} - (gé)‘lgz@: (x"x) x"0=0
X

e Kovarianciamatrix: D? [(XTX) o XT5:| = (
(X7X) X7 X (XTX) T =02 (xTX)

o Osszefoglalva: Bors ~ N (ﬁ,az (éT§>_
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Hibanormalitas esetén, vagy aszimptotikusan konnyen szerkeszthet6 konfidenciaintervallum is,
1 — o megbizhatdsagi szinten:

B + tlsl_zfﬁ)) - se (B\,)
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