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is elmondhatd

@ Nem kell hozza semmilyen regresszid, a legk6zonségesebb kovetkeztetd statisztikai példan
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A linedris regresszi6 becslése tisztan deskriptive
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Elokészuletek az OLS-becsléshez

@ Nem kell hozzd semmilyen regresszid, a legkdzonségesebb kovetkeztetd statisztikai példan
is elmondhaté

o Példaul: sokasagi varhat6 érték becslése normalitas esetén (legyen a szérés is ismert)
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Elokészuletek az OLS-becsléshez

@ Nem kell hozzd semmilyen regresszid, a legkdzonségesebb kovetkeztetd statisztikai példan
is elmondhaté

o Példaul: sokasagi varhat6 érték becslése normalitas esetén (legyen a szérés is ismert)

@ Ami fontos: bar egy alap kdvetkeztet6 statisztika kurzuson nem szoktak mondani, de
|ényegében itt is az a helyzet, hogy egy modellt feltételeziink a sokasagra
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Elokészuletek az OLS-becsléshez

@ Nem kell hozzd semmilyen regresszid, a legkdzonségesebb kovetkeztetd statisztikai példan
is elmondhaté
o Példaul: sokasagi varhat6 érték becslése normalitas esetén (legyen a szérés is ismert)

@ Ami fontos: bar egy alap kdvetkeztet6 statisztika kurzuson nem szoktak mondani, de
|ényegében itt is az a helyzet, hogy egy modellt feltételeziink a sokasagra

o Jelesil Y ~ N (u,aé), amit nem mellesleg Ggy is irhatnank, hogy Y = u + ¢, ahol
e~N (0, 03)
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Elokészuletek az OLS-becsléshez

Nem kell hozzd semmilyen regresszid, a legk6zonségesebb kovetkeztetd statisztikai példan
is elmondhaté

Példaul: sokasagi varhatd érték becslése normalitds esetén (legyen a szérés is ismert)

Ami fontos: bar egy alap kovetkeztetd statisztika kurzuson nem szoktdk mondani, de
|ényegében itt is az a helyzet, hogy egy modellt feltételeziink a sokasagra

o Jelesil Y ~ N (u,aé), amit nem mellesleg Ggy is irhatnank, hogy Y = u + ¢, ahol
e~N (0, 03)

@ A masik ami fontos: a modellbdl kovetkezik egy becsiilt érték minden mintabeli elemhez
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Elokészuletek az OLS-becsléshez

Nem kell hozzd semmilyen regresszid, a legk6zonségesebb kovetkeztetd statisztikai példan
is elmondhaté

Példaul: sokasagi varhatd érték becslése normalitds esetén (legyen a szérés is ismert)

Ami fontos: bar egy alap kovetkeztetd statisztika kurzuson nem szoktdk mondani, de
|ényegében itt is az a helyzet, hogy egy modellt feltételeziink a sokasagra

o Jelesil Y ~ N (u,aé), amit nem mellesleg Ggy is irhatnank, hogy Y = u + ¢, ahol
e~N (0, 03)

A masik ami fontos: a modellbél kévetkezik egy becsiilt érték minden mintabeli elemhez

Jelen esetben, ha m egy feltételezett érték az ismeretlen sokasagi varhaté értékre:

Yi=m
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Az OLS-elv

@ OLS-elvii becslés: az ismeretlen sokasagi paraméterre az a becsiilt érték, amely mellett a
tényleges mintabeli értékek, és az adott paraméter melletti, modellbdl szarmazé becsiilt
értékek kozti eltérések négyzetének Osszege a legkisebb:

= arg mlnz y, = arg min Z(y, — m)2
i=1
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Az OLS-elv

@ OLS-elvii becslés: az ismeretlen sokasagi paraméterre az a becsiilt érték, amely mellett a
tényleges mintabeli értékek, és az adott paraméter melletti, modellbdl szarmazé becsiilt
értékek kozti eltérések négyzetének Osszege a legkisebb:

= arg mlnz y, = arg min Z(y, — m)2
i=1

@ (Aminek a megolddsa természetesen i = ¥)
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o Tételezziik fel, hogy az (Y, X1, Xa, ..., Xi) valtozdinkra vesziink egy n elem{i mintat
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o Az i-edik mintaelem: (y;, xi1, Xi2, - - - , Xik)

o Tételezziik fel, hogy az (Y, X1, Xa, ..., Xi) valtozdinkra vesziink egy n elem{i mintat
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A mintavétel a lineéris regresszios feladatban

o Tételezziik fel, hogy az (Y, X1, X, ..., Xk) véltozdinkra vesziink egy n elemii mintat
o Az j-edik mintaelem: (y;, xi1, X2, - - - , Xik)

o Feltételezziik azt is, hogy a mintavétel fae (fiiggetlen, azonos eloszlasi)
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kicsit bonyolultabb, jelesiil:

o Hajszalpontosan ugyanaz torténik, mint az elbb, csak a sokasagra feltételezett modelliink

Y =080+ 51X+ BoXo+ ...+ BuXi +¢

«40>» «Fr «=)r» « =) Q>


tamas.ferenci@medstat.hu

Az OLS-elv
A linedris regresszi6 becslése tisztan deskriptive
Modellmindsités tisztan deskriptive

Linearis regresszié becslése OLS-elven

o Hajszalpontosan ugyanaz torténik, mint az eldbb, csak a sokasédgra feltételezett modelliink
kicsit bonyolultabb, jelesiil:

Y =00+ BiXi+ BaXo+ ...+ BkXi + €
@ A becsiilt értékek adott by, by, ..., by sokasagi paraméterek mellett:

Yi = bo + bixin + boxip + ... + bxik
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Linearis regresszié becslése OLS-elven

o Hajszalpontosan ugyanaz torténik, mint az eldbb, csak a sokasédgra feltételezett modelliink
kicsit bonyolultabb, jelesiil:

Y = Bo+ BiXy + BoXo + ...+ Bi Xk + €

@ A becsiilt értékek adott by, by, ..., by sokasagi paraméterek mellett:

Yi = bo 4 bixj1 + boxip + ... + bxik
o A feladat tehat ugyanaz:

n

PN - _ >
(507ﬁ1a52»~~»5k) = argmin § (vi—yi) =
bo,b1,b2,....bx 7

n

. 2
= arg min Z [_y, — (bo —+ b1X,'1 —+ b2X,'2 + ...+ kaik)]
bo,b1,bs,...,bx i—1
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Linearis regresszié becslése OLS-elven

o Hajszalpontosan ugyanaz torténik, mint az eldbb, csak a sokasédgra feltételezett modelliink
kicsit bonyolultabb, jelesiil:

Y =00+ BiXi+ BaXo+ ...+ BkXi + €
@ A becsiilt értékek adott by, by, ..., by sokasagi paraméterek mellett:
Vi = by + bixjy + baxjo 4. .. + byxix

o A feladat tehat ugyanaz:
. n
(@hﬂlﬁgwu,ﬁk) = argmin > (yi—%)’=
bo,byby,....bx S5
n
= argmin Z [y,- — (bo + bixia + boxip + ... + kaik)]2
bo,br,ba,.... bk T3
@ Annyi bonyoldédottsag van, hogy itt most tébb paramétert kell becsiilni, de ez csak a
kivitelezést neheziti, elvileg teljesen ugyanaz a feladat
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Az OLS-becslési feladat vektoros-matrixos jelolésekkel

o A jelolések egyszeriisitése érdekében fogjuk 6ssze mindent vektorokba és matrixokba;
egyedill a magyarazé valtozdk nem trividlisak, mert kiegészitjiik ket egy csupa 1 oszloppal
(dn. design matrix):

1 x1 x2 -+ Xk

1 X1 x» - X
Xox(k+1) =

1 Xnl Xp2 v Xnk
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Az OLS-becslési feladat vektoros-matrixos jelolésekkel

o A jelolések egyszeriisitése érdekében fogjuk 6ssze mindent vektorokba és matrixokba;
egyedill a magyarazé valtozdk nem trividlisak, mert kiegészitjiik ket egy csupa 1 oszloppal
(dn. design matrix):

1 x1 x2 -+ Xk

1 X1 x» - X
Xox(k+1) =

1 Xnl Xp2 v Xnk

e [gy ugyanis a feladat:
argmin (y — Xb)" (y — Xb)
b
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Az OLS-becslési feladat vektoros-matrixos jelolésekkel

o A jelolések egyszeriisitése érdekében fogjuk 6ssze mindent vektorokba és matrixokba;
egyedill a magyarazé valtozdk nem trividlisak, mert kiegészitjiik ket egy csupa 1 oszloppal
(dn. design matrix):

1 X1 x2 --0 Xk

1 X1 x» - X
Xox(k+1) =

1 Xn1  Xn2 e Xnk

e [gy ugyanis a feladat:
argmin (y — Xb)" (y — Xb)
b

o Az (y — Xb)" (y — Xb) hibanégyzetdsszeget ESS-sel (error sum of squares) is fogjuk
jelolni
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Az OLS-becslési feladat megoldasa

A megoldas:
arg min (y — Xb)T (y — Xb) = arg min [yTy —2b"XTy + bTXTXb}
b b

A szélséérték-keresést oldjuk meg tdbbvaltozds derivalassal (kvadratikus feliilet konvex, a
staciondrius pont egyértelmii globalis szélséértékhely):

S5 YTy —26"XTy + bTXTXb} -
—_— _1
— 2XTy 4+ 2XTXb =0 = Bors = (xTx) xTy,

ha XX nem szingularis
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@ Az (n. reziduumok:

o Az eldrejelzések a mintankra:

«O0>» «Fr «E» « E E A

e=y-y

¥=X3=X (xTx) T XTy

v


tamas.ferenci@medstat.hu

@ Az (n. reziduumok:

e=
o Az elbrejelzések a mintankra:

o Ez alapjan vezessiik be a

—1
P=X (xTx) X7
matrixot, ezzel y = Py
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Par tovabbi gondolat

@ Az un. reziduumok:

@ Az elbrejelzések a mintankra:

o Ez alapjan vezessiik be a

métrixot, ezzel y = Py

@ Emiatt szoktak , hat” matrixnak is nevezni

Ferenci Tamés tamas.ferenci@medstat.hu A linedris regressziés modell becslése mintabdl, vektoros-matrixos formalizmus, az OLS-becsl6é


tamas.ferenci@medstat.hu

«O0>» «Fr «E» « E o

v

e,


tamas.ferenci@medstat.hu

o Az OLS-elv

" s

© A linesris regresszié becslése tisztan deskriptive

© Modellminésités tisztan deskriptive

«0O)» «F» Q>

a



tamas.ferenci@medstat.hu

kelll Két kézenfekvd alap:

o A modell mindsitése az ESS alapjan? — kézenfekvd, de nem dnmagaban: viszonyitani
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Modell jésaganak viszonyitasi pontjai

@ A modell mingsitése az ESS alapjan? — kézenfekvd, de nem dnmagaban: viszonyitani
kell! Két kézenfekvé alap:

o Tokéletes (v. szaturdlt, perfekt modell): minden mintaelemre a pontos értéket becsiili —
&=0=ESS=0
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Modell jésaganak viszonyitasi pontjai

@ A modell mingsitése az ESS alapjan? — kézenfekvd, de nem dnmagaban: viszonyitani
kell! Két kézenfekvé alap:

o Tokéletes (v. szaturdlt, perfekt modell): minden mintaelemre a pontos értéket becsiili —
&=0=ESS=0

o Nullmodell: semmilyen kiilsé (magyarazé)informéaciét nem hasznél fel — minden
mintaelemet az atlaggal becsiil
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Modell jésaganak viszonyitasi pontjai

@ A modell mingsitése az ESS alapjan? — kézenfekvd, de nem dnmagaban: viszonyitani
kell! Két kézenfekvé alap:

o Tokéletes (v. szaturdlt, perfekt modell): minden mintaelemre a pontos értéket becsiili —
&=0=ESS=0

o Nullmodell: semmilyen kiilsé (magyarazé)informéaciét nem hasznél fel — minden
mintaelemet az atlaggal becsiil

o Egy adott regressziés modell teljes négyzetosszegének nevezziik, és TSS-sel jeldljik a

hozz3 tartozd (tehat ugyanazon eredményvaltozéra vonatkozd) nullmodell

hibanégyzetosszegét:
n

TSS = ESSnull = Z (yl - y)z :

i=1
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Hogyan jellemezziik modelliink jésagat?

@ A min0sitést képezziik a ,hol jarunk az Gton?" elven: a tokéletesen rossz modelltdl a
tokéletesen j6 modellig vezet6 Gt mekkora részét tettiilk meg
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Hogyan jellemezziik modelliink jésagat?

@ A min0sitést képezziik a ,hol jarunk az Gton?" elven: a tokéletesen rossz modelltdl a

"o

tokéletesen j6 modellig vezet6 Gt mekkora részét tettiilk meg
@ Az (t ,hossza” TSS (= TSS — 0), amennyit ,,megtettiink”: TSS — ESS
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Hogyan jellemezziik modelliink jésagat?

@ A min0sitést képezziik a ,hol jarunk az Gton?" elven: a tokéletesen rossz modelltdl a
tokéletesen j6 modellig vezet6 Gt mekkora részét tettiilk meg

@ Az (t ,hossza” TSS (= TSS — 0), amennyit ,,megtettiink”: TSS — ESS

o Egy adott regressziés modell regresszids négyzetdsszegének nevezzitk, és RSS-sel jeloljik a
teljes négyzetdsszegének és a hibanégyzetdsszegének kiilonbségét:

RSS = TSS — ESS.
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» TSS—ESS RSS
o 7SS

Ezzel az alkalmas modelljellemz8 mutaté: a tdbbszorés determinaciés egyiitthatd (jele R?):

7SS’
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amiben van konstans: 0 < R?2 < 1.

@ Ha van konstans a modellben, akkor nyilvan ESS < TSS, igy minden regressziés modellre,
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amiben van konstans: 0 < R?2 < 1.

@ Ha van konstans a modellben, akkor nyilvan ESS < TSS, igy minden regressziés modellre,

o Az R? egy modell jésaganak legszéleskoriibben hasznalt mutatdja
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Modellmindsités tisztan deskriptive
Az R2-r8| bvebben

@ Ha van konstans a modellben, akkor nyilvan ESS < TSS, igy minden regressziés modellre,
amiben van konstans: 0 < R?2 < 1.

e Az R? egy modell j6saganak legszéleskériibben hasznalt mutatéja

o Ertelmezhetd %-ként: a magyarazé valtozok ismerete mennyiben csdkkentette az
eredményvaltozd tippelésekor a bizonytalansdgunkat (ahhoz képest, mintha nem ismertiink
volna egyetlen magyarazé valtozét sem)
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Modellmindsités tisztan deskriptive
Az R2-r8| bvebben

@ Ha van konstans a modellben, akkor nyilvan ESS < TSS, igy minden regressziés modellre,
amiben van konstans: 0 < R?2 < 1.

e Az R? egy modell j6saganak legszéleskériibben hasznalt mutatéja

o Ertelmezhetd %-ként: a magyarazé valtozok ismerete mennyiben csdkkentette az
eredményvaltozd tippelésekor a bizonytalansdgunkat (ahhoz képest, mintha nem ismertiink
volna egyetlen magyarazé valtozét sem)

@ De vigydzat: nagysaganak megitélése, valtozék szdma stb.
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Modellmindsités tisztan deskriptive
Az R2-r8| bvebben

@ Ha van konstans a modellben, akkor nyilvan ESS < TSS, igy minden regressziés modellre,
amiben van konstans: 0 < R?2 < 1.

e Az R? egy modell j6saganak legszéleskériibben hasznalt mutatéja

o Ertelmezhetd %-ként: a magyarazé valtozok ismerete mennyiben csdkkentette az
eredményvaltozd tippelésekor a bizonytalansdgunkat (ahhoz képest, mintha nem ismertiink
volna egyetlen magyarazé valtozét sem)

@ De vigydzat: nagysaganak megitélése, valtozék szdma stb.

A bel6le vont négyzetgyokot tobbszorods korrelacids egyiitthatonak szokas nevezni
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Modellmindsités tisztan deskriptive
Az R2-r8| bvebben

@ Ha van konstans a modellben, akkor nyilvan ESS < TSS, igy minden regressziés modellre,
amiben van konstans: 0 < R?2 < 1.

e Az R? egy modell j6saganak legszéleskériibben hasznalt mutatéja

o Ertelmezhetd %-ként: a magyarazé valtozok ismerete mennyiben csdkkentette az
eredményvaltozd tippelésekor a bizonytalansdgunkat (ahhoz képest, mintha nem ismertiink
volna egyetlen magyarazé valtozét sem)

@ De vigydzat: nagysaganak megitélése, valtozék szdma stb.
@ A bel6le vont négyzetgyokot tobbszords korrelacids egyiitthatonak szokas nevezni

e Mondani sem kell, ez az R? a koradbban bevezetett (sokasigi) R? mintabeli analégja
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@ Ha van konstans a modellben, akkor érvényes a kévetkezd felbontés

Z()ﬁ-?)z=Z(Yi—)7i)2+2(}7i—7)2

«O0>» «(Fr «E>» «E>» Q>
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@ Ha van konstans a modellben, akkor érvényes a kévetkezd felbontés

Z()ﬁ-?)z=Z(Yi—)7i)2+2(}7i—7)2

o (Négyzetek nélkil nyilvanvald, de négyzetekkel is!)

«O0>» «(Fr «E>» «E>» Q>


tamas.ferenci@medstat.hu

Az OLS-elv
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Modellmindsités tisztan deskriptive
Az R2-r8| bvebben

@ Ha van konstans a modellben, akkor érvényes a kévetkezé felbontés:

n n

D=y =3 =W+ Y G-y

i=1 i=1

o (Négyzetek nélkill nyilvanval6, de négyzetekkel is!)

@ Roviden tehat:
TSS = ESS + RSS
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Modellmindsités tisztan deskriptive
Az R2-r8| bvebben

@ Ha van konstans a modellben, akkor érvényes a kévetkezé felbontés:

n n n

D=y =3 =W+ Y G-y

i=1 i=1

(Négyzetek nélkil nyilvanvald, de négyzetekkel is!)
Roviden tehat:

TSS = ESS + RSS

o Osszevetve az el6z8 definiciéval, kapjuk, hogy

RSS =) (v —¥)
i=1
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Modellmindsités tisztan deskriptive

Egy megjegyzés a konstans szerepérol

o Az el6zbek is motivaljak, hogy megallapitsuk: konstanst mindenképp szerepeltetiink a
regressziéban, ha inszignifikans, ha nem latszik kiilondsebb értelme stb. akkor is! — csak és
kizarélag akkor hagyhatjuk el, ha az a modell tartalmabdl adédéan elméleti kdvetelmény
(erre latni fogunk nemsokara egy példat is, a standardizalt regressziét)
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Modellmindsités tisztan deskriptive

Egy megjegyzés a konstans szerepérol

o Az el6zbek is motivaljak, hogy megallapitsuk: konstanst mindenképp szerepeltetiink a
regressziéban, ha inszignifikans, ha nem latszik kiilondsebb értelme stb. akkor is! — csak és
kizarélag akkor hagyhatjuk el, ha az a modell tartalmabdl adédéan elméleti kdvetelmény
(erre latni fogunk nemsokara egy példat is, a standardizalt regressziét)

@ Ellenkezd esetben (iin. konstans nélkili regresszié), a fenti felbontds nem teljesil, igy a
,hol jarunk az Gton" elven konstrualt R? akér negativ is lehet!
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