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1. Az OLS-elv
Elokésziiletek az OLS-becsléshez

e Nem kell hozzd semmilyen regresszid, a legkdzonségesebb kévetkezteto statisztikai
példan is elmondhatd

o Példaul: sokasagi varhaté érték becslése normalitds esetén (legyen a szérds is is-
mert)

e Ami fontos: bar egy alap kévetkeztetd statisztika kurzuson nem szoktak mondani,
de lényegében itt is az a helyzet, hogy egy modellt feltételeziink a sokasigra

o Jelesil Y ~ N (,u, 03), amit nem mellesleg gy is irhatnank, hogy Y = u + £, ahol
e~ N (O, 08)

o A masik ami fontos: a modellbdl kdvetkezik egy becsult érték minden mintabeli
elemhez
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o Jelen esetben, ha m egy feltételezett érték az ismeretlen sokasagi varhaté értékre:
Gi=m
Az OLS-elv

e OLS-elvii becslés: az ismeretlen sokasagi paraméterre az a becsiilt érték, amely
mellett a tényleges mintabeli értékek, és az adott paraméter melletti, modellbdl
szarmazoO becsiilt értékek kozti eltérések négyzetének Osszege a legkisebb:

fi =argmin ) (y; — 5;)° = argmin » (i —m)”
. m .
o (Aminek a megoldasa természetesen i = )

A mintavétel a linearis regresszios feladatban

o Tételezziik fel, hogy az (Y, X1, Xo, ..., Xj) valtozbinkra vesziink egy n elemii min-
tat
o Az i-edik mintaelem: (y;, zi1, 2, - - -, Tik)

o Feltételezziik azt is, hogy a mintavétel fae (fiiggetlen, azonos eloszlasi)

A fae feltevés keresztmetszeti esetben sokszor lehet elfogadhaté kozelités (bar ott sem
mindig teljesiil, erre egy j6 példa az in. térbeli autokorrelacié — de ez tilmutat a mostani
kereteken), id6soros adatoknal azonban sohasem. Ott nagyon részletesen fogunk ezzel
foglalkozni.

Linearis regresszié becslése OLS-elven

e Hajszdlpontosan ugyanaz torténik, mint az elobb, csak a sokasagra feltételezett
modelliink kicsit bonyolultabb, jelesiil:

Y =080+ 81 X1+ BoXo+ ...+ B Xy + ¢
e A becsiilt értékek adott by, by, ..., b, sokasidgi paraméterek mellett:
Ui = bo + b1xi1 + bawio + ... + b

A feladat tehat ugyanaz:

(57%31,32,...,@) = argmin Z(yZ —@)2 =

bO,b1>b27-~~:bk i=1

n
. 2
= argmin Z [yi — (bo + brwir + bawia + ... + brwir)|
bo,b1,b2,..,bk ;4

e Annyi bonyolédottsag van, hogy itt most t6bb paramétert kell becsiilni, de ez csak
a kivitelezést neheziti, elvileg teljesen ugyanaz a feladat



Az OLS-becslési feladat vektoros-matrixos jelolésekkel

o A jelolések egyszertisitése érdekében fogjuk 6ssze mindent vektorokba és matrixok-
ba; egyediil a magyarazo valtozdk nem trivialisak, mert kiegészitjiik 6ket egy csupa
1 oszloppal (Gn. design métrix):

1 711 ®12 -+ Tk

1 291 w2 -+ ok
Xonx(k+1) =

1 zp1 xp2 - Tpk

o Igy ugyanis a feladat:
argmin (y — Xb)” (y — Xb)
b

e Az (y —Xb)' (y — Xb) hibanégyzetosszeget ESS-sel (error sum of squares) is
fogjuk jeldlni

Sajnos néhény irodalom az altalunk hasznélt E.SS-re inkdbb az RSS-t (residual sum
of squares) roviditést hasznalja, ami a jelolési zavarok legszerencsétlenebb tipusa, ugyanis
az RSS-t majd kés6bb mi is fogjuk hasznélni, csak épp mésra. Eppen ezért, ha ilyenekrsl
olvasunk, mindig tisztédzni kell, hogy a konyv vagy program ir6i mit értenek alatta.

2. A linearis regresszio becslése tisztan deskriptive

Az OLS-becslési feladat megoldasa
A megoldas:

arg min (y — Xb)T (y — Xb) = argmin [yTy —2bTXTy + bTXTXb}
b b

A szélsbérték-keresést oldjuk meg tobbvaltozos derivalassal (kvadratikus feliilet konvex,
a staciondrius pont egyértelmii globélis szélséértékhely):

a T T~T T~T _
s y—2be+bXXb}_

—_— _1
= —2XTy +2XTXb =0= BoLs = (XTX> XT}’a

ha X”X nem szingularis

Az elsd 1épésnél lényegében egyszerii algebrai atalakitdsokat végziink (és a definici-
6kat haszndljuk), hiszen a zardjeleket felbontani, miveleteket elvégezni, métrixokkal-
vektorokkal is hasonl6an kell mint valés szdmokkal. (A transzponalds tagonként elvé-
gezhet6, azaz (a — b)T = a’ — b’.) Egyediil annyit kell észrevenni, hogy a y? Xb egy



egyszer(i valés szam, ezért megegyezik a sajit transzponaltjaval, b? XTy-nal. Ezért fr-
hattunk — (Xb)T y —y! Xb helyett egyszertien — példdul — —2b” X7y-t. (Itt mindenhol
felhasznéltuk, hogy a transzpondlas megforditja a szorzds sorrendjét: (AB)T =ATBT)

Itt jelentkezik igazan a métrixos jelolésrendszer elénye. A y'y — 2y’ Xb 4+ b"X"Xb
lényegében egy ,,mésodfoki kifejezés” tébbvéaltozos értelemben (az ax? + bx + ¢ tébb-
valtozés megfeleldje), és ami igazan szép: pont ahogy az az? + bz + ¢ lederivalhaté a
valtozdja (x) szerint (eredmény 2ax + b), ugyanigy ez is lederivalhat6 a valtozdja (azaz
b) szerint... és az eredmény az egyvaltozossal teljesen analég lesz, ahogy fent is lathato!
(Ez persze bizonyitast igényel! — lasd tobbvaltozds analizisbdl.) Bar ezzel atléptiink
egyvaltozorol tobbvaltozéra, a tobbvaltozds analizisbeli eredmények biztositanak réla,
hogy formélisan ugyantigy végezhet6 el a derivalds. (Ezt irja le réviden a ,vektor sze-
rinti derivalas” jelolése. Egy b vektor szerinti derivalt alatt azt a vektort értjiik, melyet
ugy kapunk, hogy a derivalandé kifejezést lederivaljuk b egyes b; komponensei szerint
(ez ugye egyszerii skalar szerinti derivalds, ami mar definialt!), majd ez eredményeket
Osszefogjuk egy vektorba. Lathato tehat, hogy a vektor szerinti derivalt egy ugyanolyan
dimenzids vektor, mint ami szerint derivdltunk.) Ami igazdn erételjes ebben az ered-
ményben, az nem is egyszeriien az, hogy ,,tobb” valtozénk van, hanem, hogy nem is kell
tudnunk, hogy mennyi — mégis, altalaban is miikodik!

Azt, hogy a megtalalt stacionaritasi pont tényleg minimumhely, gy ellendrizhetjiik,
hogy megvizsgaljuk a Hesse-matrixot a pontban. A matrixos jelolésrendszerben ennek
az eléallitasa is egyszer, még egyszer derivalni kell a fiiggvényt a valtozé(vektor) szerint:

2

b2
Az ismert tétel szerint a fliggvénynek akkor van egy pontban ténylegesen is (lokalis, de
a konvexitds miatt egyben globdlis) minimuma, ha ott a Hesse-matrix pozitiv definit.
Esetiinkben ez minden pontban teljesiil. A X7 X ugyanis pozitiv szemidefinit (ez egy
skaldrszorzat-métrix, mas néven Gram-métrix, amelyek mindig pozitiv szemidefinitek), a
kérdés tehat csak a hatarozott definitség. Belathatd azonban, hogy ennek feltétele, hogy
XTX ne legyen szinguléris — azaz itt is ugyanahhoz a feltételhez értiink! Megjegyezziik,
hogy ez pontosan akkor valésul meg, ha az X teljes oszloprangi. (Erre a kérdésre a
modellfeltevések targyaldasakor még visszatériink.)

Végil egy szamitastechnikai megjegyzés: az egyiitthatdk szamitasanal a fenti formu-
la direkt kovetése altalaban nem a legjobb 1t, kiilondsen ha sok megfigyelési egység
és/vagy véaltoz6 van. Ekkor nagyméretli matrixot kéne invertalni, amit numerikus okok-
bél (kerekitési hibak, numerikus instabilitas stb.) altaldban nem szeretiink. Ehelyett, a
kiilonféle programok igyekeznek a direkt matrixinverziot elkeriilni, tipikusan az X vala-

e sz

yTy — 27X Ty + bTXTXb] - gb [—QXTy n 2XTXb] — 9XTX.

Extrém esetekben még az is elképzelhetd, hogy az egzakt, zart alaki megoldas el6alli-
tasa helyett valamilyen iterativ optimalizélasi algoritmus (gradiens médszer, Newton—
Raphson-médszer) alkalmazasa a gyakorlatban jarhaté 1t, annak ellenére is, hogy elvileg
van zart alakban megoldasa.

A kapott eredmény nem mas, mintha X Moore-Penrose pszeudoinverzével szoroznank

y-t.



Par tovabbi gondolat

e Az Gn. reziduumok:

o)
I
<
|

<)

o Az elorejelzések a mintankra:
A ~1
y=XB=X (XTX> xTy

e Ez alapjan vezessiik be a
-1
P-X(X"X) X'
matrixot, ezzel y = Py

e Emiatt szoktak ,hat” matrixnak is nevezni

Az OLS geometriai interpretacidja

P projektormatrix lesz (P? = P, azaz idempotens) — 1t az OLS geometriai interpre-

Mindenekel6tt emlékeztetiink ra, hogy az z1, zo, . . . , z,, vektorok altal kifeszitett alteret
azok a pontok alkotjék, melyek el6dllnak e vektorok linedris kombinaciéjaként. (E pon-
tok mindig az eredeti vektortér — ami felett a vektorokat értelmeztiik — alterét alkotjak,
ezért jogos az elnevezés.) Ha most vektortérnek az R™-et tekintjiik, vektoroknak pedig
az 1,x1,...,X; magyardzovaltozokat (és a konstanst), azaz X oszlopvektorait, akkor
az ezek altal kifeszitett altér — ezt szokas egyébként az X matrix oszlopterének nevez-
ni — épp azon pontokbdl &ll, melyek eléallhatnak becsiilt eredményvaltozo(vektor)ként
valamilyen regressziés koefficiensekkel! (Hiszen a becsiilt eredményvaltozot is e vekto-
rok linearis kombinaci6jaként allitjuk eld.) Altalanossdgban persze nem varhat6, hogy
a tényleges eredményvaltozé(vektor) benne legyen ebben az altérben (azaz egzaktan —
értsd: minden egyes megfigyelési egységre megvaldsuldan — el6 lehessen allitani linearis
kombindcidként), ezt fejezi ki a reziduum. Mint a tényleges és a becsiilt eredményvalto-
z6(vektor) kiilonbségvektora, a reziduum hossza megmutatja, hogy mennyire messze van
a becsiilt és a tényleges eredményvaltozé egyméstol (az R™-ben). Mi azt szeretnénk, ha
ez minimélis lenne. Valasztva a szokasos euklideszi metrikat, visszakapjuk a legkisebb
négyzetes értelmezést. A kérdés mér csak az, hogy adott ponthoz (tényleges eredmény-
valtoz6) hogyan hatdrozhaté meg az altér (azaz: amit linedris regresszidval el tudunk
allitani) legkozelebbi pontja... de hat ez épp a geometriai vetités miivelete! A megoldas te-
hat az, hogy a tényleges eredményvaltozot merélegesen ravetitjiik (ortogonalis projekcié)
a magyarazovaltozok (és a konstans) altal kifeszitett altérre! A vetités eredményeként
kapott pont lesz a ténylegeshez legktzelebbi eldallithaté becsiilt eredményvéltozé, az
eloallitasaban szerepl6 egyiitthatok pedig az optimaélis becsiilt regresszids koefficiensek.
Igy aztén azt is megéllapithatjuk, hogy a fenti P matrix nem més, mint ami a tényleges
eredményvaltozot levetiti a magyarazévaltozok (és a konstans) dltal kifeszitett altérre.



3. Modellmingsités tisztan deskriptive
Modell jésaganak viszonyitasi pontjai

e A modell mindsitése az ESS alapjan? — kézenfekvd, de nem 6nmagaban: viszo-
nyitani kell! Két kézenfekvé alap:

— Tokéletes (v. szaturalt, perfekt modell): minden mintaelemre a pontos értéket
becstili — €¢; =0= ESS =0

— Nullmodell: semmilyen kiilsé (magyarazd)informaciét nem hasznal fel — min-
den mintaelemet az atlaggal becsiil

o Egy adott regressziés modell teljes négyzetosszegének nevezziik, és T'S.S-sel jelol-
jik a hozza tartozé (tehdt ugyanazon eredményvaltozéra vonatkozd) nullmodell
hibanégyzetosszegét:

n

TSS = ESSuun=»_ (i — 7).

i=1
Hogyan jellemezziik modelliink josagat?

e A mindsitést képezziik a ,hol jarunk az tton?” elven: a tokéletesen rossz modelltél
a tokéletesen j6 modellig vezetd it mekkora részét tettitk meg

o Az 1t jhossza” T'SS (=TSS — 0), amennyit ,megtettiink”: T'SS — ESS

e Egy adott regressziés modell regresszios négyzetosszegének nevezziik, és RSS-sel
jeloljiik a teljes négyzetosszegének és a hibanégyzetosszegének kiilonbségét:

RSS =TSS — ESS.

Ahogy mar emlitettiik is, sajnos néhany kényv az RSS-t mas néven, hogy még rosszabb
legyen a helyzet, néha FSS-ként, emlegeti. (Az itteni ESS pedig épp RSS az ottani
terminolégidban...)

Az Gj mutaté bevezetése
Ezzel az alkalmas modelljellemzé mutaté: a tobbszoros determinéciés egyiitthaté (jele
R?):
~ TSS—FESS RSS
N TSS - TSS’

RQ

Az R2-r6l bévebben

e Ha van konstans a modellben, akkor nyilvain ESS < T'SS, igy minden regresszios
modellre, amiben van konstans: 0 < R? < 1.



e Az R? egy modell jésdganak legszéleskoriibben hasznélt mutatéja

o Ertelmezhetd %-ként: a magyardzé valtozok ismerete mennyiben csokkentette az
eredményvaltozo tippelésekor a bizonytalansdgunkat (ahhoz képest, mintha nem
ismertiink volna egyetlen magyarazé valtozét sem)

e De vigyazat: nagysaganak megitélése, valtozok szama stb.
o A bel6le vont négyzetgyokot tobbszoros korrelacios egyltthaténak szokas nevezni

« Mondani sem kell, ez az R? a korabban bevezetett (sokasagi) R? mintabeli analégja

Az R2-r6l bévebben

o Ha van konstans a modellben, akkor érvényes a kévetkez6 felbontas:

n n n

wi-0*=)_wi-u)’+>_ @-9°
' 1

=1 =1 =

o (Négyzetek nélkiil nyilvanval6, de négyzetekkel is!)

e Roviden tehat:
TS5 =FESS + RSS

o Osszevetve az elézd definiciéval, kapjuk, hogy
n
~ 2
RSS =Y (5 ~7)
i=1

Egy megjegyzés a konstans szerepérol

o Az el6z6ek is motivaljak, hogy megallapitsuk: konstanst mindenképp szerepelte-
tink a regressziéban, ha inszignifikans, ha nem latszik kilénosebb értelme stb.
akkor is! — csak és kizardlag akkor hagyhatjuk el, ha az a modell tartalmabol
adéddan elméleti kovetelmény (erre latni fogunk nemsokara egy példat is, a stan-
dardizalt regressziot)

o Ellenkez6 esetben (tn. konstans nélkiili regresszi6), a fenti felbontas nem teljestil,
igy a ,,hol jarunk az tton” elven konstrualt R? akar negativ is lehet!

Néhany konyv, az R? alternativ definidldsa révén, a negativ esetet kizarja.
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