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1. A heteroszkedaszticitas és kovetkezményei

Példa a heteroszkedaszticitasra
El6szor préobaljunk szemléletes képet kapni a heteroszkedaszticitasrol:
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Emlékeztetdiil
. A feltétel: o2 := D? (si |§) — 02 i-t8] fiiggetleniil minden i = 1,2,...,7
o Vagy, ezzel egyenértékiien: E (512 | X l) =o?

A heteroszkedaszticitas okai
A heteroszkedaszticitas oka lehet:

1. A jelenség természetes velejardja (1d. az élelmiszerfogyasztds, vagy éltaldban a
kiadasok példajat: ,,bévils lehetéségek az zlés kiélésére”)

2. Csoportositott adatok hasznalatakor: példaul haztartasonként atlagoljuk a jove-
delmet és az élelmiszerekre forditott kiadast — még ha egy haztartastag szintjén
allandé o? is a szérasnégyzet, a csoportositott adatokban ez o2 /n; lesz, ahol n; az
i-edik haztartds létszama, ami nagyon is eltér6 lesz haztartasrol-haztartasra (azaz
megfigyelési egységenként)

Heteroszkedaszticitas kovetkezményei
Mi torténik, ha a heteroszkedaszticitassal nem torédve, tovabbra is a szokdsos OLS-t
alkalmazzuk a becslésre?

e Ahogy lattuk, az OLS szolgaltatta paraméter-becslések tovabbra is torzitatlanok
és konzisztensek lesznek...

o ..de mar nem lesz hatésos (elvesziti a BLUE-sagot) — lesz olyan linedris torzitatlan
becslés, aminek kisebb a varianciaja

o Raadasul a becstilt standard hibak (illetve altaldban a paraméterek becsiilt kovariancia-
matrixa) még torzitott és inkonzisztens is lesz!

o A t- és F-statisztikdknak még aszimptotikusan sem lesz t-, illetve F-eloszlasuk

o Azaz a tesztek és a paraméterekre adott konfidencia-intervallumok érvényiiket vesz-
tik

o Az elOrejelzések torzitatlanok lesznek ugyan, de nem hatdsosak

2. A heteroszkedaszticitas tesztelése

Grafikus modszerek

e Nem analitikus, de benyomaés-szerzésre jé lehet

o Reziduum-négyzetek kiplottoldsa kiilonféle magyarazévaltozokkal (vagy a becstilt
eredményvaltozéval) szemben:
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Azért kell kiillonb6z6 magyardzovaltozokat hasznédlni, mert elézetesen dltalaban nem
tudhatjuk, hogy melyik ,felel” a heteroszkedaszticitasért (erre mindjart visszatériink
még részletesebben is a tesztek kapcsdn). S6t, az is lehet, hogy nem konkrétan egy, ez
korlatozza a grafikus modszer alkalmazhatdsagat.

Azért a reziduum-négyzeteket célszerli vizsgalni, mert a reziduum torzitatlanul becsli
a hibat (még heteroszkedaszticitds esetén is), igy a hiba szérasnégyzetének — mivelhogy
varhat6 értéke nulla — ésszerti becsldje a reziduum-négyzet.

Goldfeld—-Quandt (GQ) préba

o Alapdtlet: rendezziik a mintat azon magyarazé valtoz6 szerint, ami mentén nem
allando a feltételes szoras (az el6bbi példan mondjuk a jovedelem), vagjuk szét ha-
rom részre a mintat eszerint (kis, kozepes és nagy értékii e valtozd), és hasonlitsuk
ossze (F-probaval) az also és a felsd régidban a szorést

o Elonye: egyszer(i, intuitiv, konnyen atlathato

o Hatranyai:
— Tudni kell, hogy mely valtoz6 mentén nem &llandé a szords (és muszaj, hogy
egyetlen ilyet mutassunk)
— Csak akkor jo, ha e valtozé mentén monoton médon valtozik a szoras
— Gazdasigtalan, nem hasznél fel minden informdaciét a mintdbdl (a kozépséd

részt egyszeriien kidobja a kukabal)

A ,monoton valtozas” feltétele alatt azt értjik, hogy a homoszkedaszticitast mar az
is elrontja, ha egy valtozdé mentén eleinte n6, aztan csokken a feltételes szdrds, viszont
egy ilyen helyzetet a GQ-préba nem feltétleniil fog észrevenni (kis szérast hasonlit kis
szérassal, azt fogja hinni, hogy minden rendben).

LM-prébak

e Mi volna, ha a modell paraméterének tekintenénk, hogy az i-edik megfigyelési
egységnél mekkora a cri2 feltételes variancia?



« Onmagaban nyilvan rossz 6tlet: lehetetlen lesz megbecsiilni, hiszen minden para-
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méterre csak egyetlen megfigyelésiink (az u; reziduum-négyzet) lesz

o De: egyszerisitsiik a strukturdjat! Azaz: feltételezziink egy kevesebb paraméterre
redukalt format, mely meghatarozza a feltételes szérast

LM-prébak

o Tehat: van elképzelés, hogy mely valtozdk ,felelosek” potencidlisan a heteroszke-
daszticitdsért, melyek mozgatjik a hibatag szérasit — rakjunk erre egy (lineéris
regresszios) modellt; par lehetséges példa erre:

0—1'2 :Oé1+OéQZZ‘2+...+OZPZiP+61'
oi =01+ asZip+...+apZip+e;

In (0’12) = 1 +OQZZ‘2 —‘r...—f—apZip—i-ei
o Itt Z;-k ismert valtozék, melyek korét mi hatarozzuk meg, mint amik ,,felelhetnek”

a nem-allandé szordsért (ezek természetesen részben vagy egészben magyardzo val-
tozdk is lehetnek az eredeti regressziéban )

o A o; feltételes széras helyébe annak a becsldjét, az |u;| reziduumot irjuk a segéd-
regresszioban

LM-prébak

e Akkor nincs heteroszkedaszticitas, ha a segédregresszidoban teljesil a Hy : ag =
ag = ... = ap = 0 nullhipotézis (hiszen ekkor a o; specidlisan allandé lesz, nekiink
épp ez kellett)

o Ezt tn. LM-elven vizsgiljuk (részletesen lasd késébb), a lényeg, hogy az erre
irdnyul6 proéba:
H,
LMemp =nR* ™ X2,

ahol R? természetesen a segédregresszié tobbszoros determindcids egyiitthatéja

e A fenti modellekhez tartozd probak nevei rendre: Breusch—Pagan-proba, Glejser-
proba, Harvey—Godfrey-préba (in. multiplikativ heteroszkedaszticitdsra)

o (Valéjdban a prébak eredetileg kicsit mas alakiiak, de nagy mintdn egységesen a
fenti forméra hozhatoéak)

Az Gn. Park-préba a Harvey—Godfrey-proba specidlis esete.



LM-prébak

o El6nyeik:

— Ezek mar minden informéciét felhasznalnak

— Nem muszaj, hogy a heteroszkedaszticitasért egyetlen valtozé legyen felel6s
o Hatranyaik:

— Tovébbra is nekiink kell tudnunk, hogy mely valtozé(k) felelds(ek) a nem-
allandé szorasért

— Hibanormalitast igényelnek és erre érzékenyek

Breusch—Pagan (BP) préba
o Még egyszer, a segédregresszidja:

U =ar+aZip+...+apZip+e

o (Valéjédban a jobb oldal helyett egy f (a1 + @aZis + ...+ apZ;p) transzformaltat
is tekinthetnénk valamilyen f figgvénnyel, a proba végeredménye ugyanis belat-
hatéan ugyanaz lesz, ez tehdt erre altalanosodik)

e A hibanormalitdsra robusztusabb valtozata: Koenker-préba

White—teszt

o Az Gsszes eddigi tesztnek még mindig hatranya, hogy tudni kell, hogy mi mozgatja
a heteroszkedaszticitast

o A White-proba Otlete: ha nincs 6tletiink, haszndljunk ,mindent”, ami a vélto-
z6inkbdl kinyerhetd (a valédi ok inkdbb az, hogy a homoszkedaszticitdsi feltétel
gyengitheté arra, hogy az interakcidkkal és a kvadratikus hatasokkal nincs 6ssze-
fiiggése e2-nek)

e Minden: az Osszes magyarazo valtozd, az Osszes interakcid, az Osszes kvadratikus
hatds (persze csak ahol van értelme)

e Innentdl olyan, mint a BP-préba
e Nagy mintés
e Tovabbi el6nye, hogy a hibanormalitasra sem annyira érzékeny

e Héatranya: itt is érvényesiil a ,minél kevesebb elofeltevésre épit egy préba, anndl
gyengébb” elv (itt szemléletesen: nagyon megné a segédregressziéban a magyardzo
valtozék szama) — ha van a priori informéciénk, hasznéljuk! (itt: ha ismerjiik,
mi felel a heteroszkedaszticitasért, erésebb a BP-préoba)



3. A heteroszkedaszticitas kezelése
Modellspecifikacié valtoztatasa

o Otlet: tigy médositjuk a modellspecifikiciot, hogy az 1j specifikdciéban szereplé
hiba méar ne legyen heteroszkedasztikus

o Nem-statisztikai jellegii korrekcié: szakmai ismeretet (is) igényel arrél, hogy vajon
mi a j6 modositott specifikicid

o Nem is univerzalis (nem feltétlentil alkalmazhaté minden esetben)

o Péld4ul:
— Logaritmalds (1d. a nemlinearitasokrol sz6l6 részt a 6. fejezetben)

— ,Defldlas” (attérés valamilyen méret-jellegii mutatéra leosztott valtozéra, pl.
népességrél népsiiriiségre)

Heteroscedasticity Consistent Covariance Matrix, HCCM

o Otlet: a becsiilt értékek torzitatlanok, azokat hagyjuk békén: maradjanak ugyan-
azok, mint a heteroszkedaszticitds figyelmen kiviil hagyasaval becsiilt modellben

o A standard hibdkkal kéne valamit kezdeni

o HCCM nevii eljaras képes ezeket korrigalni: robusztus (vagy Huber—White—Eicker)
standard hibdk

e Matematikai részletekkel nem torédiink

Heteroscedasticity Consistent Covariance Matrix, HCCM

e Univerzédlisan miikodOképes, nem igényel semmilyen feltevést a heteroszkedaszti-
citds struktirajarél (legaldbbis nagy mintdn: itt emiatt gyakran automatikusan
robusztus standard hibat adnak meg, esetleg mindkét standard hibat)

e Viszont ha fennall a homoszkedaszticitas, akkor jobban jarunk a szokasos standard
hibéval, mert annak a kismintés viselkedése is garantalt (mar csak ezért is érdekes
a tesztelés)

o Alapozhaté ra més teszt is, nem csak a t-préba



Altalanositott legkisebb négyzetek médszere (GLS)

e Ez mar a teljes modellt Gjrabecsiili: a becsiilt koefficiensek is masok lesznek

o Alapdtlet: a hibak kovarianciamatrixa nem skaldrmatrix — semmi baj, feltételez-
ziink egy altalanosabb matrixot, és szamoljuk azzal végig a legkisebb négyzetes
becslést

o Matematikai részletek nélkiil a végeredmény:
—_— 71
Bais = (X"Q7'X)  XTQly,

ahol € a — teljesen altalanos — feltételes kovarianciamatrix: 2 = E (@T | X )

o A baj, hogy ez 6nmagaban csak akkor alkalmazhatd, ha ismerjik ezt a £ matrixot,
azaz az egyes — feltételes — szdrasokat

Erdemes észrevenni, hogy Q-ra most mar semmilyen kikotést nem tettiink (teljesen
altaldnos matrix), igy a GLS ugyanigy alkalmazhat6 autokorreldcié jelenléte esetén is a
becslésre! (Persze ugyanazzal a limitacidval, hogy ti. ismerni kell ezt a métrixot.)

Sulyozott legkisebb négyzetek médszere (WLS)

e Van gyakorlati példa arra, amikor — legalabbis konstans szorzo erejéig — ismerjiik
a feltételes szordasokat: ha tudjuk, hogy azok mely valtozoval aranyosak

o Példaul: fogyasztasi egységek szdméaval ardnyos a feltételes szords: o; = o - F; (a
fogyasztési egységek F; szama minden megfigyelési egységre ismert)

o Ennyi (tehat a konstans szorzo erejéig ismert feltételes széras) mér elég: ha
Yi=p1+ B Xio+ ...+ B Xk &
heteroszkedasztikus is, a
Y; 1 Xi2 Xik &
+ b2 + .o+ B +
VF; VF; VF; F;,  VFE;

konnyen beldthato, hogy nem lesz az

= b1

Sulyozott legkisebb négyzetek médszere (WLS)

o Ez az un. stlyozott legkisebb négyzetek médszere (WLS, weighted least squares);
nem keverend$ Ossze a megfigyelési egységek sulyozdsaval (erre is latni fogunk
példat)

o Fontos, hogy a sulyok nem becslésbdl szarmaztak, hanem ismertek voltak (1d. a
fogyasztési egységek példdjat)



o Természetesen egy valtozéndl tobb is felhasznalhatéd (fogyasztési egységek szadma
és telepiilés stb.), hogy leirjuk a o;-t és a fiiggvényforma is lehet akarmilyen bo-
nyolult (fogyasztasi egységek négyzetével ardnyos feltételes szords stb.), a lényeg,
hogy olyan kifejezést konstrualjunk kizdrélag ismert valtozokbdl, mellyel egyenesen
aranyos lesz a feltételes szoras

e A kulcs az, hogy visszaredukaljuk egyetlen ismeretlen paraméterre a feltételes sz6-
rasokat (ugyanugy, ahogy homoszkedaszticitasnal lenne)

Kivitelezhet6 altalanositott legkisebb négyzetek médszere (FGLS)

e Ha nem ismert a heteroszkedaszticitas strukturdja, akkor méas megoldés kell, hogy
a gyakorlatban alkalmazhaté legyen a GLS

o Egy segédregressziéban az eredeti regresszié reziduumainak négyzeteit regresszal-
juk ki a White-tesztnél latott mdédon, innen kapjuk a hiba becsiilt varianciait

o Ezek felhasznalasdval egy stulyozott regresszidt szamitunk, amivel Gjra kozelitjiik a
hibak varianciait

o Igy nyeriink — ismert struktira nélkiil is — becslést a feltételes szérdsra, amit az
alapregresszioban a WLS-hez hasonlé médon alkalmazhatunk a heteroszkedaszti-
citas korrigaldsara

o (A segédregressziéban reziduum-négyzet helyett mést is alkalmazhattunk volna,
ahogy a heteroszkedaszticitasra irdnyulé LM-prébdkndl is volt)
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