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1 Az idosorelemzés alapjai

1.1. Az id6sor fogalma, jelentosége, idosorelemzés
1.1.1. Az idésor fogalma
Idosor sokasagban és mintaban I.
e Mi a sokasag és a minta? — ismétlés stat 2-bdl
o (,Sokasigban valszam kell, mintanal statisztika”)
o Idd&sor minta értelemben: idében rendezett megfigyelések
{5492, 5640, ...,7317},

altalanos jeltléssel

{y17y27 tee 7yT}

o Az egyetlen eltérés a keresztmetszethez képest: sorrendjik van (hatalmas jelenté-
sége lesz majd)

Példa: magyar GDP (hosszi éves)
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1 Az idbsorelemzés alapjai
Példa: magyar GDP (negyedéves)

A bruttd hazai termék (GDP) termelése 2005. évi atlagéron, Magyarorszéag
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Idésor sokasagban és mintaban Il.

o Sokasdgi definicié: valésziniiségi valtozok indexelt halmaza (ahol az indexet ,,idé”-
nek hivjuk):
{Yi,t € N}

e Az idGsor egy idépontban tehat egy valdszintiségi valtozo
o Itt az N tehat egy rendezett halmaz

e Valszamos szé: sztochasztikus folyamat



1.1 Az idésor fogalma, jelentGsége, idésorelemzés

o Kozgazban jellemzéen N diszkrét, s6t véges: N = {1,2,...,T}

o A minta tehat ennek egy realizdcidja (természetesen), itt a neve: trajektoria

Mivel a valészintiségi valtoz6 pedig egy fiiggvény (X : w — R), ezért a sztochasztikus
folyamat igazabdl egy kétvdltozos figgvény: Y : w x N — R. Ennek megfeleléen két
metszete van — agy értve, hogy melyik paramétert rogzitjiik — az egyik a trajektoria, a
masik egy adott idopillanathoz tartozé valdszintiségi valtozo.

Egyetlen realizacié (reprodukalhatatlansag) problémaja |.
o Mi a kiilonbség 1406 lakas ara és az OTP 1406 napi zaréarfolyama kézott?
e Mi van emo6gott?

o A fiiggetlenség feltevés (tarthatdésiga)!

Egyetlen realizacié (reprodukalhatatlansag) problémaja Il.

o Elég, ha ismerjik az egyes idépontok eloszlasait? (Fy,, Fy, stb.)

o Ami teljes mértékben leirja az idGsort: az dsszes idépont egytittes eloszldsa:
Fy, o, vr

o (Igazdbdl keresztmetszetnél is ez volt, csak a fiiggetlenségi feltevés miatt esett szét
egyvaltozdsokra)

Egyetlen realizacié (reprodukalhatatlansag) problémaja Ill.

e Azaz: 1 dimenzids adatra vett 100 megfigyelés vs. 100 dimenziésra vett 1 megfi-
gyelés!

o (Ezért nem segit az sem, ha hosszabbitjuk az idésorunkat!)
e Hogyan lehet egyaltalan igy barmi becsiilni...?

o 1 megfigyelésb6l? Az érdekes lesz.. — tovabbi feltevésekre lesz majd sziikség!

1.1.2. Az idésorelemzés kozgazdasagi jelentosége, torténete
Az idosorelemzés kozgazdasagi jelentosége
o A legtobb kozgazdasagi adat igazabdl idésorként érhetd el!

o Szamos feladatnal id6beli a fokusz, gondoljunk a — sz6 szoros értelmében vett —
elorejelzési kérdésekre



1 Az idbsorelemzés alapjai
Idosorelemzés a kozgazdasagtanban

o Eleinte: egyszeri determinisztikus mddszerek (pl. dekompoziciés modellek méar a
XIX. szézadban)

o KésObb regresszi6 is, de még tekintet nélkiil az idésoros jellegre

e Cochrane és Orcutt mutatott ré elészor 1949-ben, hogy ez nem j6 6tlet
e Megindult a kutatas ennek figyelembevételére

e Box és Jenkins kdnyve 1970-ben fordulépont: sztochasztikus mddszerek

o Korszerii eljardsok és aktualis kérdések (nemstacionaritds, nemlinearitds, tobbval-
tozds mbdszerek, ARCH, ...)

1.1.3. Iddsorelemzési iskolak, a modszerek felosztasa
Az idésorelemzési médszerek csoportositasa
o IdGtartomény vs. frekvenciatartomany (csak az elébbivel fogunk most foglalkozni)

o Determinisztikus vs. sztochasztikus (definiciés kavarodasok, most: a véletlennek
van-e folyamatépitd szerepe; 1d. késbb részletesen)

o Egyvaltozés vs. tobbvaltozés (4panel)

1.2. IdGsorok jellemzoi a sokasagban
Varhatoérték- és szorasnégyzet-fiiggvény

Emlékezziink ra, hogy egy adott idépontban az idésor egyszeriien egy valdsziniiségi
valtozo, igy definidlhatd varhato értéke, szérdasnégyzete, két ilyennek a kovariancidja; ez
alapjan:

o Varhatoérték-fiiggvény (p: N — R):

pe = EY;

o Szérasnégyzet-fiiggvény (o2 : N — R,):

af = ]D)QYt =E(Y; — EYt)2 =E(Y; — Nt)2 — EYf _ ,U?



1.2 Id&sorok jellemzéi a sokasagban

Autokovariancia- és autokorrelacio-fiiggvény
o Autokovariancia-fiiggvény (ACVF, v: N x N — R):
Yo 1= cov (Vi, V) = E[(¥; — EY;) (¥, — EY,)] =
E[(Y: — ) (Ys — ps)] = E(Y2Y5) — pugpis
o Nyilvan v = o2
o Autokorrelacios figgvény (ACF, p: N x N — [—1,1]):

Vt,s
0t0s

prs i= corr (¥i, V) =

Ne feledjiik: mindezekben semmi sztochasztikus nincs, teljesen kozonséges — determi-

nisztikus — fiiggvények!

Parcialis autokorrelacios fiiggvény (PACF)

Ugy viszonyul az ACF-hez mint a sima (keresztmetszeti) parcidlis korreldcié a
korreldciohoz: bizonyos valtozdkon keresztiil terjed6 hatasokat sziirjiik (linedrisan)

De melyikeket?

Ami kozbeesik: t és s kozti korrelacié (s > t), szlirveat + 1,6t +2,...,s —2,s — 1
idopontokon keresztiil terjedé hatasokat

Kiszdamithat6 az ACF-ek ismeretében egyszerti matrixmiiveletekkel

(Avagy: a korrelacié kijon egy olyan regressziébél, aminek egyetlen magyarazo val-
tozbja van, a parcidlis korrelacidhoz pedig hozza kell adni a kézbenso idépontokat
is)

Korrelogram

Korrelogram: ACF és PACF egyiitt dbrazolva

(Egyelére tgy tiinik, hogy ez egy kétdimenzids fiiggvény, ezt majd késébb drnyalni
fogjuk — és ezért nem is dbrazoljuk most még ténylegesen)

JelentOsége: ha ismerjiik nevezetes folyamatok — elméleti — korrelogramjat, akkor
egy minta mogotti, azt add folyamatra kovetkeztethetiink az alapjan, hogy a minta
— empirikus — korrelogramja hogyan néz ki

(Sajnos a gyakorlatban sokszor csak hozzavetSleges lehet)






2 Determinisztikus idosorelemzés,
dekompozicios idosormodellek: trend,
szezonalitas és ciklus

2.1. Determinisztikus idosorelemzés

2.1.1. Alapgondolat
A determinisztikus idésorelemzés
o Az id6sor alakuldsa elvileg fiiggvényszeriien felirhaté bizonyos tényezok alapjan

e Csak azért nem tudjuk tokéletesen megtenni, mert nem ismerjik e tényezoket,
nem tudjuk milyen fiiggvényformaval hatnak, nem tudjuk pontosan mérni stb.
ezért fogunk hibazni

e De pont: a hibanak csak ennyi szerepe van...

o ..bedllitja az aktualis idGszaki értéket, és kész

Dekompoziciés idosormodellek

e Minderre a legtipikusabb — és egyben legklasszikusabb — példat a dekompozicids
id6sormodellek jelentik

o A legismertebb additiv modell:
Yi =R+ Cy + 5 + g,

ahol Ry, Cy és Sy a trend, a ciklus és a szezonalitas t-edik idGszakbeli értéke rendre,
u; pedig a mar emlitett eltérésvaltozd

e Becslés?

2.1.2. Determinisztikus idésormodellezés regressziéval

Regresszié alkalmazasa

e Az elébbi modell teljesen természetesen becsiilhet6 regressziéval, ha Ry, C; és Sy
helyébe beirjuk a feltételezett — paraméteres — fiiggvényformakat

11



2 Determinisztikus idGsorelemzés, dekompozicios idésormodellek: trend, szezonalitas és ciklus

o (Most tehat mindvégig paraméteres regressziét fogunk hasznalni)
o Legegyszeriibb eset: Ry = a+ ft, C; = 0 és S; = 0 (egyszerti linedris trend)
o Az igy kapott modell OLS-sel becsiilhetd

Negyedéves GDP (éves) linearis trenddel I.

Actual and fitted GDP

6,5e+006 T T L
actual —+
6e+006 - / /‘ ‘ 71/ 11
ﬂ/ w M |
5,5e+006 |- ; AT g
I ‘/ V
& sev006 - 1
4,5+006 .
4e+006 \ b
V
3,5e+006 L L L L
1995 2000 2005 2010 2015
Coefficient Std. Error t-ratio p-value
const —2,02165e4-008 1,50629e+007 —13,4214 0,0000
EV 103398, 7512,17 13,7641  0,0000
Mean dependent var 5161052 S.D. dependent var 765270,3
Sum squared resid 1,50e+13 S.E. of regression 424924,3
R? 0,695356  Adjusted R? 0,691686
F(1,83) 189,4494  P-value(F) 3,94e-23
Log-likelihood —1221,169 Akaike criterion 2446,339
Schwarz criterion 2451,224 Hannan—Quinn 2448,304
p 0,315141 Durbin—Watson 1,343686
Negyedéves GDP (éves) linearis trenddel II.
. . . .2 . ’ .
Mi ezzel a baj? Hibatag jol specifikalt? Aligha!
Regression residuals (= observed - fitted GDP)
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Negyedéves GDP (éves) linearis trenddel és szezonalitassal I.

Actual and fitted GDP
7e+006
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5,5¢+006 |-

GDP
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4,5¢+006 |-
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const
EV

DNEGYEDEV_1
DNEGYEDEV_ 2
DNEGYEDEV_3

2.1 Determinisztikus idésorelemzés

Coefficient Std. Error
—2,04994e+-008 1,06300e+007
104985, 5301,64
—815807, 91469,3
—375072, 92487,9
—203380, 92487,9
Mean dependent var 5161052 S.D. dependent var
Sum squared resid 7,19e+12 S.E. of regression
R? 0,853937  Adjusted R?
F(4,80) 116,9271 P-value(F)
Log-likelihood —1189,928 Akaike criterion
Schwarz criterion 2402,068 Hannan—Quinn
p 0,946516 Durbin—-Watson

t-ratio

—19,2845
19,8024
—8,9189
—4,0554
—2,1990

765270,3
299695,1
0,846634
1,34e-32
2389,855
2394,768
0,116617

Negyedéves GDP (éves) linearis trenddel és szezonalitassal Il.

p-value

0,0000
0,0000
0,0000
0,0001
0,0308

A szezonalitas jénak tiinik, de az alaptrendet még mindig nem sikeriilt megragadni:

residual

A szezonalitas azért tiinik jénak, mert nincs interakcid

Regression residuals (= observed - fitted GDP)

800000

600000 -

400000 -

200000 -

-200000 [~

T T T

-400000

1995 2000 2005 2010

minden évben hasonld a szezonalitds mintazata.

2015

Negyedéves GDP (éves) kvadratikus trenddel és szezonalitassal I.

const
EV

DNEGYEDEV_1
DNEGYEDEV_ 2
DNEGYEDEV_3

sq_EV

6,5e+006

Actual and fitted GDP

6e+006
5,5¢+006

5e+006

GDP

4,5¢+006
4e+006

3,5e+006

3e+006 L

Coefficient

—2,60273e4+010
2,58613e+4-007

2000 2005 2010 2015

Std. Error

2,61365e+009
2,60697e+006

—792077, 61608,7

—375072, 62247,4

—203380, 62247,4

—6422,59 650,072

Mean dependent var 5161052 S.D. dependent var
Sum squared resid 3,21le+12 S.E. of regression
Rr? 0,934664  Adjusted R?
F(5,79) 226,0280 P-value(F)
Log-likelihood —1155,736 Akaike criterion
Schwarz criterion 2338,128 Hannan—Quinn
p 0,889365 Durbin—Watson

t-ratio
—9,9582
9,9201
—12,8566
—6,0255
—3,2673
—9,8798

765270,3
201704,8
0,930529
2,80e—45
2323,473
2329,368
0,173391

p-value

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0016
0,0000

az év és a szezon kozott, azaz
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2 Determinisztikus idGsorelemzés, dekompozicios idésormodellek: trend, szezonalitas és ciklus

Negyedéves GDP (éves) kvadratikus trenddel és szezonalitassal Il.
Reziduumok kicsit jobbak:

Regression residuals (= observed - fitted GDP)
500000 — T T T T

400000 - b
300000 b
200000 - b

100000 B

residual

ol i
-100000 - b
-200000 [~ B

-300000 - B

-400000 ! : ! L L
1995 2000 2005 2010 2015

Mindezek limitacioi
o Egyrészt el kell talalni a fiiggvényformat

o Persze modelldiagnosztika (az elé6bb ldtott grafikus moddszerek és tesztek is) ott
van

o (Ez igazdbdl mar keresztmetszetnél is igy volt)

e Pl. a kvadratikus nyilvan csak erre az idészakra j6, az altalanositéképessége bot-
ranyos lenne

e Madsrészt a hibatag diagnosztikdja bonyolultabba valik, egy j szempont is megje-
lenik (autokorrelacié) — kés6bb még nagyon sokat fogunk réla beszélni

2.1.3. Trend és szezonalitas

A trend megadasa

e Trend: ,hosszi tavi alapiranyzat”
o A mostani trend (determinisztikus trend) barmi lehet, amit paraméteres fiiggvény-
forméban megadunk; példaul:
— Linearis trend: a + bt
— Kvadratikus trend: a + byt + byt?

Polinomiélis trend: a + byt + bat? + ... + byt*
¢

— Exponencislis trend: ae®

1
a-+bt

— Aszimptotikus trend: ¢ +

— Logisztikus trend: C_i_eiiﬂ,t

stb. stb.

14



2.1 Determinisztikus idésorelemzés

(Persze amelyik nem linedris, ott vagy linearizalni kell vagy — ha ez nem lehetséges
— akkor nem OLS-sel becsiilni)

Ezek mind paraméteres trendek voltak, elképzelheté nem-paraméteres trend is,
a legismertebb a spline-ok haszndlata (de ne feledjiik, annak a becslése kevésbé
hatdsos, nem kapunk egyetlen vagy néhany szamba stiritett — és j6 esetben targy-
tertiletileg értelmezhetd — eredményt, valamint az elérejelzés is probléméasabb)

Szezonalitas megadasa

Szezonalitas: ,éven belilli mintdzat”, exogén moédon rogzitett hosszisigu, pe-
riodikus (vs. ciklus: ,éven tuli”, nem feltétleniil exogén mddon adott, ismert
hosszsagi)

A szezonalitdsnal viszont tipikusabb a nem-paraméteres megadds: minden negyed-
évnek (hénapnak, félévnek stb.) sajat paramétere van

(Dummy-kkal, 1d. kés6bb, regresszios keretbe szintén szépen illeszkednek!)

Persze itt is elképzelheté paraméteres megadas, a legismertebb a trigonometrikus
(harmonikus) fiiggvények haszndlata

Dummy-kédolas szezonalitashoz: referenciakédolas

Az egyik szezon indikatorat elhagyjuk: referenciakédolas

| [ Do1[ Do | Dgs |

QL 1 0 0
Q2 0 1 0
Q3| o 0 1
Qi 0 0 0

o Ertelmezés: eltérés a referenciacsoporthoz képest (ami az elhagyott indikatord

csoport)

Dummy-kédolas szezonalitashoz: kontrasztkédolas |I.

o Egy maésik népszerii megoldas a kontrasztkédolas: viszonyitsunk az dtlaghoz!

e Ehhez hogyan kell kédolni...7

| [ Cai [ Cqr| Cgs |
QL 1 0 | 0
Q2 0 1 0

Qi -1 [ 1| 1

15



2 Determinisztikus idGsorelemzés, dekompozicios idésormodellek: trend, szezonalitas és ciklus

Dummy-kédolas szezonalitashoz: kontrasztkdodolas Il.

Mert:
a+Bcg, +0+0=7g (2.1)
a+ 0+ ,BCQ2 +0= @QQ (2‘2)
a+0+4+0+ 60@3 = yQS (2'3)
a — BCQl - BCQQ - BCQg = yQ4 (24)
Es igy:

o (D+(2)+(3)+(4) = 4o = Yg1 + Ug2 + Ygs + Uga = « tényleg a fédtlag (mert
azonosak voltak a csoportok elemszdamai, kiilonben tn. stlyozott kontraszt kellene)

© (2)+(3)+(4) = 3a— g, =Ygz +Uqs+Vgs = Pog = 3a— (Yg2 + Ugs + Uos) =
3a— (4a — le) = Bog = Yg1 —a = tényleg az dtlagtol valo eltérés (és hasonléan
a masik kettd)

Dummy-kédolas szezonalitashoz: egyebek

o Az angol irodalomban az altalunk kontrasztkédoldsnak nevezett modszert nagyon
gyakran ,effect coding”-nak nevezik...

e .. a kontraszt pedig az, amikor a csoportok tetszéleges — altalunk meghatarozott —
linearis kombindciéjat teszteljitk

16



3 ldosorok szurése

3.1. Idosorok sziirése

Célunk

o Szeretnénk elkiiloniteni a trendet és a ciklikus komponenseket (szezon + ciklus);
ez szamos kozgazdasagi kérdésnél fontos feladat

e Egy lehetséges megoldas: ,paraméteres sziirés”, azaz eloirjuk a fiiggvényformat és
regresszioval megbecsiiljiik

o Igazdbdl ezt megtettiik az elébb is: megadtuk a trendet (lineéris vagy kvadratikus),
megadtuk a szezonalitast (ezt nem-paraméteresen), és a latott reziduum a kisziirt
ciklus (4zaj) volt, ha van ilyen

e De ez fiigg a fiiggvényforma-valasztds helyességén; nem lehetne ilyen feltevések
nélkiil is megtenni?

o Hogyne, példaul atlagoljunk ki évenként!

e Nem a legjobb, abrupt ugrasok év végén, atlagoljunk inkabb folyamatosan, mintegy
csuszdablakot végigtolva (igy is mindig négy kiilonbo6z8 szezon lesz benne!)

Motivalé példa

6,5e+006 .
GDP (original data)
6e+006 GDP (smoothed) —— |

5,5e+006

5e+006

4,5e+006 1
4e+006 B
3,5e+006
1995 2000 2005 2010 2015
600000 T T T T
400000 |-  Cyclical component of GDP —— i
200000 [ 1
0 4
-200000 [ 1
-400000 [~ B
-600000 [ B
-800000 L L L L
1995 2000 2005 2010 2015
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3 Idbsorok sziirése
Mozgéatlagolas

Ez volt az (egyszeril) mozgdbatlag:

= Y+ Y—1+tY—2+...+Y—p

o (Néha nem visszafelé atlagolnak, hanem az eredmény az atlagolt ablak kézepén van
(,centralt” mozgdatlag), a dolognak nincs nagy jelent&sége: ez talan kicsit jobban
néz ki, viszont jovébeli megfigyeléseket is igényel)

e Ez azt jelenti, hogy minden megfigyelés ugyanolyan silyi; kézenfekvé gondolat,
hogy a régebbiek kevésbé szamitsanak

o Példaul:

J = Pyt +@—Dy—1+@=2) Y2+ + Y—p-1)
¢ p+p-D+p@-2)+...+1

e Ez az tn. silyozott mozgdatlag

Exponencialis mozgéatlag

« Okonometridban gyakoribb az exponencidlis stilyozas:
yp= oy + (1 — )y,
hiszen ez nyilvan annak felel meg, hogy

yé:ayt-l-(l—a)ozyt_1+(1—oz)2oéyt—2+...+

+(1- a)t*2 ays + (1 — oz)t*1 ayr + (1 — oz)t o

o (Az yo kezdbértéket nekiink kell megadni, a tipikus vélasztdsok: i1, az els6 né-
hany megfigyelés atlaga, az egész idésor atlaga; a kovetkez6 példakban az els6 4
megfigyelés atlaga keriilt alkalmazasra)

o Tehat az ablak egyre nyilik (végig az egész tartomany ), és a stlyok exponenciélisan
csengenek le

Negyedéves GDP exponencialis mozgéatlagolasa, oo = 0,1
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3.1 Idé&sorok sziirése
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3 Idésorok sziirése

6,5e+006 :
GDP (original data)
6e+006 GDP (smoothed) —— |

5,5e+006
5e+006
4,5e+006

4e+006

3,5e+006
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Negyedéves GDP exponencialis mozgéatlagolasa, oo = 0,9

6,5e+006 .
GDP (original data)
6e+006 GDP (smoothed) —— |

5,5e+006
5e+006
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3,5e+006
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Linearis szuro

Az egyszeril és a sulyozott mozgdatlag specidlis esete annak, hogy

p
y; = ag¥Yt + a1Ye—1 ‘I" oot apyt—p = Z AiYt—i
=0

Példaul egyszerti mozgdatlagra a; = 1/ (p+ 1)

Lényegében diszkrét konvolicid

Ezt hivjuk linearis sziir6nek, a tulajdonsagait értelemszertien teljes mértékben meg-
hatarozzék az ag, a1, ..., a, szliréegyiitthatok
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3.1 Idé&sorok sziirése

e Roppant érdekes kérdés, hogy a szilirt idésor hogyan néz ki az eredetihez képest a
szlirbegytitthatok fiiggvényében, lehet otthon kisérletezgetni...

Hodrick—Prescott-sziiro

o Kilontsen makrotkonémidban népszert

o Alapgondolat: a trend (g;) koveti az id6sort (azaz az y; — g; kicsi), de nem nagyon
ugrandozva (azaz g; sima)

o A megoldandé feladat:

T T-1
min Z (% — 90)* + A Z (g1 — 92) — (9¢ — ge-1))?
{gt}t:1 t=1 =92

o Els6 tag: mennyire koveti jol az idésort a trend, méasodik tag: mennyire ,rangato-
zik” a trend

e A ) egylitthaté hatdrozza meg a két szempont egymashoz viszonyitott fontossagat
(A = 0: a trend nem kell, hogy sima legyen — pontosan az idésor lesz; A — oc:
trend legyen tokéletesen sima, nem érdekes, hogy mennyire kéveti az idGsort —
egyenes lesz)

o Negyedéves adatokra a tipikus valasztas A = 1600

A maésodik tagra azt irtuk, hogy ,mennyire rangatézik a trend”; késébb majd ponto-
sabban is fogjuk latni, hogy ez micsoda, mert van eg nagyon konkrét tartalma.

A HP-sziir6 matematikaja I.

o Az érdekes az, hogy a fenti minimalizaciés feladatnak van zart alakd megoldésal

e Legyen y az y-k, g a g+-k vektora és legyen

1 -2 1 ... 0 0 0

0o 1 =2 0 0 0

0 1 ... 0 0 0
Qr-gxr=1. . . . . . .|

0 0 0 -2 1 0

0 0 0 1 -2 1

ekkor a megoldandé feladat

min (y—8)" (y—8)+(Qe)" (Qg)
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3 Idésorok sziirése

A HP-sziiro matematikaja Il.

e Derivalva g szerint:
-2y +2g +2)Q” Qg

o Egyenl6vé téve nulldval és megoldva (a mésodrendii feltételek teljesiilnek ahhoz,
hogy ez tényleg minimum legyen):

2y +2g+20Q7Qg=0=g = (1+1Q"Q) 'y
o (A megoldas mindegyik megfigyeléstél fiigg)

Negyedéves GDP HP-sziirése, A = 1600

6,5e+006 :
GDP (original data)
6e+006 GDP (smoothed) —— |
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T T T R B

A HP-sziiro kritikaja
Erdekes olvasmany: Hamilton, James D. ,Why You Should Never Use the Hodrick-
Prescott Filter.” (2016). http://econweb.ucsd.edu/~jhamilto/hp.pdf.

Egyéb sziirok
e To6bb szlir6 viselkedése alapvetéen frekvencia-tartomanyon értheté meg

o Trend/ciklus szétvalasztas: aluldtereszté sziirés (mert a trend az, ami lassan val-
tozik, a ciklus az, ami gyorsabban, persze kérdés, hogy hol a hatér)

o Igazdbol mar az egyszerii mozgdatlag is egy aluldteresztd sziird volt!

o Vagy: LOESS-hasznélata (STL-dekompozicio)
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4 A stacionaritas és az ergodicitas fogalma

4.1. A stacionaritas fogalma, sziikségessége

Az alapprobléma

o Egyetlen realizacié probléméja
e Hogyan lehet egyetlen mintabdl barmit megbecsiilni? Nyilvan sehogy...
o Es ezen rdadésul — ugyebér — a hosszabb megfigyelés sem segit

o A megoldés: valamilyen plusz-feltevés kell!
Jon a jotiindér

o Mondjuk egy jotiindér megsigja nekiink, hogy minden idépontban (ami ugye egy
valésziniiségi valtozd) ugyanaz a varhaté érték:

Mt = p

o (A = természetesen azt jelenti, hogy Vit-re)

o Ez tehat egyfajta eltoldsinvariancia; irhattuk volna, teljesen egyenértékiien azt is,
hogy pi = ps, vagy azt is, hogy py = pypn (most elég nyakatekert, de késébb ez
lesz a jobb)

o Ekkor mar ezt az — immar 1étez6 — kézds varhato értéket, igaz csak ezt, de ezt meg
tudjuk becsilni mintabol!

e Ehhez — de csak ehhez! — ,6sszednthetéek” a kiillonbo6z6 idéponthoz tartozé meg-
figyelések (igazédbol ehhez még valami tovabbi dolog is kell, de err6l majd késébb,
most fogadjuk el, hogy megvalésithatd)

o Hiszen:

1z
B= Zyt
t=1

N

e Menjink tovabb...
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4 A stacionaritas és az ergodicitas fogalma

Tovabbi jotiindérek

Ha o? = o2 akkor 1étezik kozos szérasnégyzet, és becsiilhetd: o? = + Z;‘FZI (y, — 11)?
(torzitott, de aszimptotikusan torzitatlan, tovibbéa konzisztens)

Menjiink tovabb...
Ha létezik az Fy, = F kozo0s eloszlas, akkor F becsiilheté (pl. hisztogrammal)
Menjiink tovabb...

Két valtozondl is az eltolasinvariancidt akarjuk megtartani: ~; s legyen ugyanaz
mint ¢4 p,s4h

De gondoljuk végig, ez magyarul azt jelenti, hogy 7 s csak a t — s-tdl fiigg!
Ez esetben becsiilhets: 7, = 7 5 e = 1) (yesn — 1)
Menjiink tovabb...

Fv,y, = Fv,,, v,.,, minden s,t, h-ra, akkor a kétvaltozos eloszlas komplettiil be-
cstilheto

Es végiil...

24

Az utolsd, immar tényleg mindent lefedd szint: Fy, v, .v;
minden értelmes k-ra, tq,to,...,tp-ra és h-ra

k = FY't1+h7Y;52+h»"'7Y;fk+h

Ennek a neve: erds stacionaritas

Ez az a feltevés, ami a keresztmetszethez hasonlé becsiilhetéséget tesz lehetévé
annak ellenére is, hogy idésorban vagyunk

A keresztmetszet azért volt egyszer(ibb, mert a fliggetlenséget feltettiik, de itt most
err6l sz6 nincs: pont az a lényeg, hogy gy teremtettiik meg a keresztmetszethez
hasonl6 becsiilhetGséget, hogy semmilyen fiiggetlenséget nem kellett feltételezniink
— szerencsére, mert annak ugye nem lenne értelme (persze a fliggetlenség implikélja
az erds stacionaritast)

Viszont: rengeteget kovetel, elméleti kezeléshez jo, de gyakorlatban nagyon nehét
ellenérizni a teljestilését

Eppen ezért gyengitsiik kicsit...



4.2 Idésor-jellemz6k mintabdl becslése

A gyenge stacionaritas

e Mint az erds stacionaritas, de
— csak k =1, 2-re

— teljes eloszlas-egyezoség helyett csak els6 két momentumban egyezdséget ko-
veteliink meg

Mi adédik ebb6l?

Lope=p
2. 02 =02
3. ’Yt,s =Yt—s

(Valéjaban a 2. feltétel redundéns, hiszen i = o7)

A tovabbiakban, ha mast nem mondunk, stacionaritds alatt mindig ezt a gyenge
(vagy kovariancia-) stacionaritast értjiik

A stacionaritas tesztelése

e A fentiek mar adnak egy — teljesen szubjektiv — mddszert a stacionaritas tesztelé-
sére: nézzink ra az idésorra, az 1. és 2. feltétel megitélheto

e Ez a ,grafikus tesztelés” persze abszolat szubjektiv

o Kés6bb latni fogunk objektiv mddszert (statisztikai prébat) is

4.2. ldésor-jellemzok mintabol becslése

Egy gondolat a mintabdl torténé becslésekrol

o A maér latott mintdbdl torténd becsléseknél (1, (/TE, k. stb.) ne feledjiik el, hogy
mindezeket mind terheli a mintavételi ingadozés, az abbél fakadé mintavételi hiba

— ..konfidenciaintervallum szerkeszthetd a valédi értékre

— ..tesztelhet6 nevezetes értékre vonatkozo hipotézis
o Ez utébbi tipikus példdja az autokorreldlatlansdg (Ho : pr, = 0 vs. Hy : px # 0)

o Nem tul kis mintaméretnél mar jé a normalis approximécio: py ~ N (pg, 1/T), igy

ﬁ;f Hy
~ 0,1
1/NT N O
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4 A stacionaritas és az ergodicitas fogalma

Autokorrelalatlansag tesztelése: Ljung—Box-teszt

Nagyon sok esetben grafikusan is feltiintetik a korrelogramon az autokorrelaciora
vonatkozd +z1_,, /gﬁ kritikus értékeket

De vigyazat: ez a teljes autokorreldlatlansag (Hop : p1 = p2 = ... = py = 0)
tesztelésére nem alkalmas!

(Tobbszoros 6sszehasonlitdsok helyzete, a-inflécio)

Legnépszeriibb teszt erre: Ljung—Box-teszt:

M <2
Q=T(T+2)> 2~
k=1

M megvilasztasa kérdés (ha tul kicsi, elnézhetiink egy magasabbrendii autokorre-
l4ciét, ha til nagy, eltérhetiink a x? eloszlastol)!

Tipikus alkalmazas majd: modelldiagnosztikaban

Autokorrelalatlansag tesztelése: LM-tesztek

26

o A Ljung—Box-teszttel komoly elméleti agdlyok vannak (ld. Maddala, 13.5 vagy

Hayashi 2.10)

o Ennek ellenére teljesen altalanosan hasznaljak...

o Lehetséges alternativa: LM-elvii tesztek, példaul a Breusch—Godfrey-teszt a mar

emlitett modelldiagnosztikai helyzetben



5 A sztochasztikus idosormodellezési
filozéfia, és alapelemei: a fehérzaj-, az
AR-, az MA- és ARMA-folyamatok

5.1. Matematikai emlékezteto

5.1.1. Valésziniiségszamitas emlékezteto

Varhat6 érték
Ki fogjuk hasznalni a kovetkezdket:

o A varhaté érték linearis: E (3, X;) = >, EX;
o A varhaté érték linedris: E (cX) = cEX

o Konstans varhaté értéke sajat maga: Ec = ¢

Szérasnégyzet
Ki fogjuk hasznalni a kovetkezdoket:

o A szérdsnégyzet nem linedris: D? (Y, X;) = >, D2X; ha X;-k (paronként) kor-
reldlatlanok (szemben a varhat6 értékkel, ez nem mindig igaz!); ne feledjiik, a
fliggetlenség implikalja a korrelalatlansiagot

o A szérasnégyzet nem linedris: D? (cX) = ¢?D?X

« Konstans szérasnégyzete nulla: D?c =0

Kovariancia és korrelacio
Ki fogjuk hasznalni a kévetkezoket:

o A kovariancia/korrelécié bilinedris: cov (ZZ Xin )2, Y]> =22 cov (Xi, Y))
o A kovariancia/korreldcié bilinedris: cov (aX,bY) = abcov (X,Y")
» Konstans mindennel korreldlatlan: cov (¢, X) =0

Az dnkovariancia a variancia: cov (X, X) = D2X
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5 A sztochasztikus idGsormodellezési filozofia, és alapelemei

5.2. A sztochasztikus idosorelemzési iskola
Filozofiai alapok

o Determinisztikus (példaul dekompoziciés idésormodellek) vs. sztochasztikus idé-
sorelemzés

o A determinisztikus iskoldban is van — természetesen — véletlen, csak a szerepe maés:
pusztan arra korlatozodik, hogy az adott iddszaki értéket beallitsa

o A sztochasztikus iskolaban ezzel szemben a véletlen az egész késdbbi lefutast befo-
lyasolja, a véletlennek ,folyamatépitoé szerepe” van

o Lassunk egy példat, hogy jobban megértsiik mit jelentenek ezek a kissé homalyos
megfogalmazdsok!

Példa a két iskolara

Az egyik id6sorunk — sokasagi modellel megadva — legyen

Yt(D) = ot + wy,
ahol « konstans, u; ~ N (0, 0?) fiiggetleniil

o A maésik modell legyen
Y =y v atu,

ahol « és u; mint elobb, YO(S) pedig legyen 0

A tovabbi elemzésekhez hasznos lesz a kovetkezd atalakitas:

v =yt atu = (Y +atua) +atu =

t
= [(ﬂ&gg—i—a—i—ut_g)—i—a—i—ut_l} —i—a—l—ut:...:at%—Zui
i=1

Hasonlitanak is, meg nem is...

Hasonlésag
Szamitsuk ki a u; varhato érték fliggvényeket:

PV =B (ot + up) = E (o) + E (us) = at + 0 = ot

t
,ugs) =E <at+2ui :ozt—f—ZO:at
=1

=1
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5.2 A sztochasztikus idbsorelemzési iskola

Kiilonbség
Nézziik most meg a o? szérdsnégyzet fiiggvényeket:
2(D) _ 12 M2 2 _ 2 2
o =D (at +u) =D (at) + D (uy)) =0+ 0 =0
Jf(s) <at—|—2uz> ]D)2 at) +D? (Zm) —O—I—ZU
= to?

Az igazi eltérés a viselkedésben

o Ennek sokkal mélyebb magyardzatat kapjuk, ha arra gondolunk, hogy a viselke-
désiik miben mas

o Segitség: kidobunk egy nagyon devidns us-t (pl 0 = 1 mellett +5-6t vagy -5-6t),
miben tér el a két idGsor kés6bbi viselkedése?

o Ez a két extrém véglet:

— Az Yt(D)—nél mar a rogton kovetkezé idépontban sincsen semmilyen hatasa
ennek

— Yt(s)—nél viszont az idésor egész késdbbi lefutasdt befolyasolja, csorbitatlanul

e Bizonyos értelemben ugyanazt a trendet jelentik — gondoljunk a varhaté érték
fliggvényre — de mégis teljesen eltér6 viselkedéssel

o Megtestesitik a két iskolat: Y;(D) a linedris trend a determinisztikus szemléletben

(5)

(véletlen szerepe: csak az adott id6szakra korlatozédik), az Y,;”’ a linedris trend

sztochasztikus értelemben (véletlen szerepe: folyamatépité)

Hogy néznek ki?

120
100}
sof
60
aof

200
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5 A sztochasztikus idGsormodellezési filozofia, és alapelemei

Hogy néznek ki?

150
100

50

Hogy néznek ki?

150
100

50

Mas elnevezések

()

bolyongéasnak (random walk, RW) is szokas nevezni

Féleg sztochasztikus folyamatos kontextusban az Y,"’-et a = 0 esetén véletlen

Rérakok egy babut az origéra a szamegyenesen, dobok egy véletlen szdmot (uy) és
annyival odébb rakom, majd ezt ismétlem — bolyongani fog a szdmegyenesen

(Folytonos hatara a Wiener-folyamat)

Az a # 0 esetben pedig eltolasos véletlen bolyongésrdl (random walk with
drift, RWD) szoktak beszélni
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5.3 ARMA-modellek

o Amennyiben az RW-t log-skdlén vessziik, tehdt log Y; = log Y;_1 + ) a modelliink,
Yy # 0 mellett (eredeti skélara visszavetitve: Yy = Y1 uy = Y()-Hle u;; nem a no-
vekmények, hanem a hanyadosok adott fae valtozok, nagyobb értékeknél nagyobb
ingadozés) akkor geometriai véletlen bolyongéasrdl szokés beszélni (pénziigyes
szOhasznalatban!)

5.3. ARMA-modellek

5.3.1. WN-folyamat
A fehérzaj (WN) folyamat

e A folyamat
Ut,

melyre E (u;) = 0, D? (uz) = 02 és cov (ug, us) = 0 (t # 5)
o Jele: WA (0,02)
e Az eloszldsrél nem mondtunk semmit

o Néha feltessziik, hogy nem csak korreldlatlan, de fiiggetlen is (altaldban nem ez
az alapértelmezés, kiilon kell mondani); egyedil normélis eloszlas feltevése esetén
mindegy

e Zaj: logikus, ez valamilyen teljesen modellezhetetlen, struktira nélkiili folyamat

o De mitél fehér? ..optikai analdgia!

A fény is felfoghaté egy idésornak, hiszen egy elektromagneses rezgés. Itt a spektralis
elemzés nagyon jol érthet6 tartalommal bir, hiszen a fény frekvencidja egész egyszeriien
a szine! (Ilyen értelemben a prizma, mely a rdejtett fényt ,szétbontja” 6sszetevo szineire,
igazdbdl nem més, mint egy spektralis elemzés fizikai implementacidjal) Ismert, hogy
a fehér fény az, amely azonosan tartalmaz minden szint; a fenti értelemben tehat a
fehér fény spektruma egy vizszintes egyenes. A két dolog ott kapcsolédik Gssze, hogy
belathaté, hogy a fenti definidlt idosor spektruma szintén egy vizszintes egyenes lesz —
ilyen értelemben tehat a szinek koziil a fehér idésoros megfeleléje.

5.3.2. MA-modellek

A mozgéatlaga (MA) modell
A g-ad rendli mozgdatlagi modell (modell, mivel most a sokasidgban specifikdljuk):

Y = a+up + 01us—1 + Ooug—o + ... + Oqus—g,

ahol u; hiba(folyamat), szoktdk itt igy is hivni, hogy innovacié, fehérzaj-folyamatnak
tételezziik fel: uy ~ WN (0, 03); a és 0;-k valds, o2 pozitiv valés konstans paraméterek
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5 A sztochasztikus idGsormodellezési filozofia, és alapelemei
MA(1)-folyamat: varhat6érték-fiiggvény
Kozvetleniil a definicié alapjan (a varhat6érték-képzést ,raeresztve” a definiciéra):
w=a+0+60;-0=q,
tehat py idoéfiggetlen
MA(1)-folyamat: szérasnégyzet-fiiggvény
Kozvetleniil a definicié alapjan (a szérasnégyzet-képzést ,rderesztve” a definiciéra):
0l =0+ 02+ 002 =02 (1+9%)
tehat o? idSfiiggetlen (ez lesz o)
MA(1)-folyamat: autokovariancia-fiiggvény
Kozvetleniil a definicié alapjan (a kovariancia-képzést ,raeresztve” a definiciéra):
CcCov (Y;g, Y;_l) = COV (Oé + up + 01ut_1, o+ Up—1 + Hlut_g) =...

Osszesen 9 tag, ebbdl azonban csak 1 nem-nulla (a tobbiben vagy konstans van, vagy
kiillonb6z6 idépontokhoz tartozé u-k érintkeznek):

... = COV (Hlut_l, ut_l) = 9103,
tehat ez idofiiggetlen, jogos a 1 jelolés
MA(1)-folyamat: autokovariancia-fiiggvény
Kozvetleniil a definicié alapjan (a kovariancia-képzést ,réeresztve” a definiciéra):
cov (Y, Yi_k) = cov (a + up + Orug—1, + up—g + Orup—p—1),

amiben immar — az el6ébbi logikat kovetve — mindegyik tag nulla ha k > 1.
Osszefoglalva.:
o2(1+67) hak=0
Ve =} 6102 ha k=1
0 ha k>1

MA(1)-folyamat: stacionaritas
Az el6bbieket sszerakva (u; idéfiiggetlen, of idéfiiggetlen, v, csak késleltetéstdl fiigg)
tehat kapjuk, hogy az MA(1) folyamat stacioner.

Mégpedig mindig az (értsd: paraméter-valasztastol fiiggetleniil).

MA(1)-folyamat: korrelogram
e ACF: pp = %; eltlinik 1 késleltetés utan

o PACF: belathatd, hogy lecsengd (azaz limy_,, PACF (k) = 0)
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5.3 ARMA-modellek

MA(q)-folyamatok
o 1 = «a (ugyanazért)
. 07 =02 (1 + 024034 ... + 93) (ugyanazért)
o ACF g késleltetés utan eltiing (ugyanazért)

o PACEF lecseng$ (ugyanigy kiszamolhaté lenne), adott esetben bonyolultabb min-
tazat szerint

o Mindig stacioner (paraméter-vilasztastol fiiggetlentil)!

5.3.3. AR-modellek

Az autoregressziv (AR) modell
A p-ed rendii autoregressziv modell (modell, mivel most a sokasdgban specifikaljuk):

Yi=a+¢1Yi1+ @Yo+ ...+ pYip + uy,

ahol wu; hiba(folyamat), szoktdk itt dgy is hivni, hogy innovacié, fehérzaj-folyamatnak
tételezziik fel: uy ~ WA (0, aﬁ); a és ¢i-k valds, o2 pozitiv valés konstans paraméterek

Megjegyzések

o Specidlis esetek: ha p =1 és ¢; = 1, akkor RWD (ha rdadéasul a = 0 akkor RW)

e Stacionaritds: ez — szemben az MA-folyamatokkal — nyilvan nem lehet mindig

stacioner, hiszen az RW sem az, de néha lehet az is (pl. p = 1 és ¢1 = 0), a
stacionaritdsnak tehat itt valamilyen — paraméterekre vonatkozo — feltétele kell
legyen

o Ennek vizsgalatat késobbre halasztjuk, és most azt mondjuk, hogy teljesiiltek ezek
a feltételek

AR(1) folyamat: varhatéérték-fiiggvény
Vegyiik mindkét oldal varhatéértékét (feltettiik a stacionaritést, E (Y;) = p)

MZOZ—FQSLU—FO,

mivel a varhatéérték linedris, innen
@

S 1l-¢
(41 # 1 kell legyen: 14tni fogjuk, hogy ez tényleg fenndll, ha stacioner)

"
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5 A sztochasztikus idGsormodellezési filozofia, és alapelemei

AR(1) folyamat: szérasnégyzet-fiiggvény
Vegyiik mindkét oldal szérasnégyzetét (feltettiik a stacionaritast, D? (Y;) = o?)
o? = ¢pio’ 4 o2,
kihasznalva, hogy a harom tag korreldlatlan, innen
2

2 0,

. u
T T

(|p1] < 1 kell legyen: latni fogjuk, hogy ez tényleg fenndll, ha stacioner)

AR(1) folyamat: autokovariancia-fiiggvény
Kezdjiik az 1 késleltetéssel (természetesen a stacionaritdst most is feltételezziik):

cov (Y;,Yi—1) = cov(a+ ¢1Yim1 +u, Yiq) =

0.2

=0+ ¢1cov(Yio1,Y;-1) + 0= ¢r0° = ¢117u¢@7
- ¥
idofiiggetlen; innen rekurzivan mehetiink tovabb:
cov (Y4, Yiog) = cov (a + ¢1Yi—1 + ug, Yik) = d17%-1,
szintén id6fiiggetlen, ezekbdl tehat indukcidval kapjuk, hogy

k 2

k 2 d)lo-u
’Yk:¢10 =

1—¢?

(lp1] < 1 kell legyen: latni fogjuk, hogy ez tényleg fenndll, ha stacioner)

AR(1) folyamat: autokorrelacié és parcialis autokorrelacio-fiiggvény
Definici6 alapjan az autokovariancia-fiiggvénybél (mivel stacioner):

Vi
P = — = ¢va
Yo

tehat az ACF geometriailag lecsengd
Kiilon kellene igazolni, de a mechanika alapjan is elég nyilvanvald, hogy

p1 ha k=1

PACE (k) = {o ha k>1

Epp az MA(1) ,forditva”: a kettd korrelogramja egymas dudlisa
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5.3 ARMA-modellek

AR(1) folyamatok RWD-nél latott rekurziv visszafejtése

Yi=a+0YVia+tw=a+d1(a+d1Yi—o+w—1)+u =
—a+pra+ ¢t (a+ ¢1Yi s+ u o)+ drug 1 +up=...

Ha feltételezziik, hogy ,végtelenbdl jon” a folyamat (ekkor a kezdéérték mindegy lesz),

akkor ez
o= aZd)Zl +Z¢Z1Ut—i “ 14 +Z¢’1ut—i
i=0 i=0 i=0

(J¢1] < 1 kell legyen: latni fogjuk, hogy ez tényleg fenndll, ha stacioner)

Mint egy MA-modell: ez az AR(1) modell MA (cc)-reprezentdcidja

AR(p) folyamatok

o Stacionaritast egyelore itt is feltételezziik
[ il o o
o Viarhatéérték-fiiggvény: p = S e——
o Szérasnégyzet-fiiggvény bonyolultabb (az autokovariancidk is megjelennek benne)

o Az ACF lecseng6 (végtelenben 0-ba tart), de mar bonyolultabb mintézat szerint is
lehet

e PACF-bdl az els6 p nem-nulla, a tobbi viszont mar nulla

e Tehat az azonos rendii AR és MA folyamatok korrelogramja altalanossagban is
egymas dudlisa

o Van MA(co)-reprezentécija

5.3.4. ARMA-modellek

Az autoregressziv-mozgodatlagin (ARMA) modell
A p,q rendli autoregressziv-mozgdatlagi modell (modell, mivel most a sokasidgban
specifikaljuk):

YVi=a+ oY1+ dYiot... +¢pYipt
+ ug + 91ut_1 + qut_g + ...+ unt_q,

ahol wu; hiba(folyamat), szoktdk itt dgy is hivni, hogy innovacié, fehérzaj-folyamatnak

tételezziik fel: uy ~ WN (0, JZ); a, ¢i-k és 0;-k valés, o2 pozitiv valés konstans paramé-
terek.
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5 A sztochasztikus idGsormodellezési filozofia, és alapelemei

Tulajdonsagok

o Stacionaritdsnak feltétele van (ami csak az AR egyiitthatoktol fiigg)

o Ha fennall, akkor mind az ACF, mind a PACF lecsengé (nem eltiing), lehet, hogy
bonyolultabb mintdzat szerint

o Van MA(co)-reprezentécidja
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6 Késleltetési operator és polinom,
ARMA-folyamatok felirasa késleltetési
polinommal, az ARMA-folyamatok
stacionaritasa

6.1. Matematikai emlékeztetd

6.1.1. Algebra emlékezteto

Valtozé, hatvany, polinom, polinom gyoke és inverze

k

« Legyen z egy valtozo, z¥ egy hatvanya, ekkor wo +wiz +wex? +. .. +wpr® = w (z)

egy — k-ad fok1, egyvéltozés — polinom, wy, w1, ws, .. .,wy egyltthatékkal

o (Az egyiitthatok és a valtozé értéke legegyszeriibb esetben valés szdmok, de ez nem
sziikségszerti)

« Megengedjiik, hogy a fokszam végtelen is lehessen: w (z) = Y%, w;z’
o Polinom inverze: w™! (x) olyan, hogy w™! (z)w (z) =1
o Polinom gyodke: az w (z) = 0 egyenlet megoldasa

o Az algebra alaptétele: egy k-ad foku valdés polinomnak k darab — nem feltétleniil
kiilonbo6z6 — gyoke van, melyek vagy valésak, vagy ha komplexek, akkor konjugalt
parokban jonnek

e Az el6bbi miatt egy polinom mindig felirhaté gy — gyoktényezbs alak — mint
w(zx) = (1 - %x) (1 - %x) e (1 - iﬂ;), ahol r; az i-edik gyok

Polinom invertalasa

e Példéul 1 —ax inverze 1+ az + (az)? + (ax)® + . .. (egyesével egyeztetve az egyiitt-
hatékat)

o Ez egy hatvanysor, konvergal, ha |ax| < 1
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6 Késleltetési operdtor és polinom

o Altaldnos esethez induljunk ki a gyoktényezds alakbol:
1 1 1\
wl(z) = [<l—x) (1—33)~-<1—3:)] =
T1 T2 Tk
1 \7! 1 \! 1 \7!
l1——x l1——x R I =
T1 T2 Tk

k 1 <1 >2 (1 >3
1+—2a+|(—2) +|—2) +...
= T T T

o Ami konvergél, ha minden i-re ‘%x‘ <1

i=1

— Ha |z| = 1, akkor a feltétel, hogy |r;| > 1, azaz, hogy mindegyik gyok 1-nél
nagyobb abszolutértéki legyen, mas széval, hogy a komplex egységkoron kiviil
legyen (ugye a gyokok komplexek is lehetnek)

6.2. Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

6.2.1. A késleltetési operator és a késleltetési polinom

A késleltetési operator

o Legyen L valami, ami idésorb6l egy masik idésort csinédl (ha y az eredeti idésor,
akkor Ly jeloli az djat)

o ..mégpedig tigy, hogy (Ly); = yi—1

o Az egyszeriiség kedvéért most fékuszaljunk a minta (realizalédott) idésorra, ne a
sokasagi szemléletre

o Fogjuk fel gy, mint egy fiiggvényt, ami az idékhoz értékeket rendel: y : {1,2,..., T} —
Résy:t— 1y

e Az L tehat fliggvénybdl egy mésik fliggvényt csindl: operdtor
A késleltetési operator (precizebben)

o A fiiggvény” itt igazabdl egy vektor (y = (y1 Yo - yT)T)

o (Ez rendben is van: egy n dimenziés valds vektor felfoghaté egy {1,2,...,n} = R
fiiggvényként!)

o Ezek a fiiggvények egy vektorteret alkotnak (fiiggvény: a vektortér eleme, ska-
larral szorzas: pontonként szorzas, Osszeadds: pontonkénti Gsszeadas), ezt szokas
fliggvénytérnek nevezni
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6.2 Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja
o A fenti esetben ez megfelel az n-dimenzids valés vektorokkal végzett szokdsos mii-
veleteknek
o Az operdtor — ugy altaldban — igazabdl két vektortér kozti leképezés
o A fiiggvényteres értelmezés miatt mondhattuk azt, hogy az ,,operator az, ami fligg-
vénybdl masik fiiggvényt csindl”!
A késleltetési operator (precizebben)

e Ha a vektoros felfogast, és azon beliil is az n-dimenziés valés vektoroknak vald
megfeleltetést vessziik, akkor minden operédtor reprezentalhaté méatrixszal (hiszen
a matrix az, ami vektorbdl vektort csinal!)

e Ez aldl a késleltetési operator sem kivétel, példaul:

0000 n 0

1 0 00 Y2l | Y2

01 00 Y3 o Y3 ’

0 010 Ya Yaq
L y

o (Azért, hogy ne valtozzon az idésor hossza, az 1j elsé eleme legyen fixen 0)

A késleltetési operator hatvanyai
e Micsoda L??
o Konnyen értelmezheté: L (Ly;) = Lyi—1 = yr—2
o Roviden: L%y; = ;o

o Megfeleltetheté a matrixoknak? Igen! Az L matrix négyzete épp a kettovel késlel-
tetést valositsa meg, azaz L? = L?

e Szorozzuk Ossze, és ellendrizziik le, hogy ez csakugyan teljesiil!
 Hasonléan LFy, = y;_p, tehat ez a k-val késlelteté operdtor lesz

e (Ideértve azt is, ho éldaul LYy = yyq1, ,siettetd operator”
gy P Y Y+ p

A késleltetési polinom

o A késleltetett idGsorokat kombinalhatjuk is, példaul 2y; + 3yr—1 — 4ys—o0 = 2y +
3Ly; — 4L%y; = ...

e Most jon az érdekes rész: ez atirhaté mint

o= (243L - 4L%) y,

39



6 Késleltetési operdtor és polinom

e Ami fontos, hogy ez nem ,szintaktikai manipuldcié”, az el6bbi métrixok nagyon is
mutatjak ennek a realitdsat: 21 + 3L — 4L? épp az a matrix, amivel rdszorozva az
idésorra pont 2y + 3y:, — 4y:—o-t kapjuk!

o Ennek altalanositdsa a késleltetési polinom:
w(L) :w0+w1L+w2L2 + ... —I—kak,

azaz az operatorokbdl is ugyantugy gyarhatunk polinomot — az el6bb definialt hat-
vanyaik segitségével — mint mondjuk valds ismeretlenekbdl

o Ezzel w(L)yr = woyr + wiye—1 +woly—2 + . .. + WrYs—k

o Természetesen w (L) maga is egy operator
A késleltetési polinom hasznalatanak elénye

Szamos — egyébként bonyolult — miivelet elvégezhetd, mint (jél ismert) manipulaci6
polinomokkal: 6sszeszorozhatdak, invertalhatéak stb.!
6.2.2. ARMA-folyamatok reprezentacidja késleltetési polinomokkal
ARMA-folyamatok felirasa késleltetési polinomokkal

o Emlékezetoil:

Yi=a+¢1Yi 1+ oY o+ ...+ ¢pY pt+
+ug 4+ Orug—1 + g2 + ...+ Oqusq

o Kicsit atrendezve:
Yi—1Yier—g2Yio— ... — Y =
a+up + O1up1 + Oupo + ..+ Oqup_g
ARMA-folyamatok felirasa késleltetési polinomokkal
e Az el6bbiek alapjan ez atirhaté mint
Y — 1LY — poL?Y; — ... — ¢, LY, =
= a+u + 01 Lug + 0o L%uy + ... + 0, L%

o Azaz:
(1= ¢1L — gol? — ... — ¢, LP) Y, =
=a+ (14+60L+0,L7 +...+0,L7) u
o Vezessiink be két késleltetési polinomot: ¢ (r) = 1 — g1z — ¢ox? — ... — ¢paP és

0 () =14 017 + O2® + ... + 0,29
o Ezekkel az el0bbi egész egyszertien

(L)Y =a+0(L)u

40



6.2 Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

ARMA-folyamatok vizsgalata polinomialis reprezentacidval: stacionaritas

o Az el6bbi egyenletet atalakitva:

Yi=¢ ' (L)a+¢ 1 (L)0(L)w

Legalabbis, ha ¢ (L) invertélhato!

e Ehhez az kell, hogy a gyokei a polinomnak az egységkoron kiviil legyenek

— Mert az L ugy viselkedik, mint az 1 abszolutértékii szam (1 az operdtornor-
méja)

Lényegében azt jelenti, hogy létezik MA (co)-reprezenticid
o Es most jon a lényeg: ez épp a stacionaritds feltétele!

o (Persze ez bizonyitdst igényel)

ARMA-folyamatok vizsgalata polinomialis reprezentacioval: invertalhatésag

o Ha viszont 6 (L) gyokei vannak az egységkoron kiviil, akkor az egész AR(oo)-
folyamatként reprezentdlhato

e Ilyenkor azt mondjuk, hogy a folyamat invertdlhato

e Lényegében azt jelenti, hogy az u; is felirhaté Y aktudlis és multbeli értékeivel
(nem csak forditva)
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7 A stacionaritas tesztelése

7.1. A stacionaritas tesztelése
7.1.1. A stacionaritas tesztelésérdl altalaban
A tesztelés lehetGségei
o Egy moddszerrél mar volt szé (grafikus eljaras), de ez igen szubjektiv

o Most kiegészitjiik két djjal, a masodik, a korrelogram szemrevételezése még mindig
inkdbb csak heurisztikus...

o ..de a harmadik, a statisztikai prébdk alkalmazasa mar objektiv (noha ez nem azt
jelenti, hogy tokéletes!)

Grafikus modszer

Bruttd hazai termék (GDP), Magyarorszag
450 T T T T T

400 |- .

350 - N

100)

300 - .

250 - N

GDP (1960

200 | .

150 |- N

100 | | | | | |
1960 1970 1980 1990 2000 2010

Ev

Grafikus modszer
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7 A stacionaritas tesztelése

00—
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A grafikus médszer hatarai

o A (gyenge) stacionaritds harom feltételébdl igazabdl csak kettd vizsgdlhato egyal-
talan ,ranézésre”

o Nem &alland6 varhat6 érték, nem allando széras (akar csak atmenetileg is!)

o A mintavételi ingadozés figyelembevételére nincsen formalis modszer, nehéz meg-
itélni (kilonosen ha nem til nagy a mintanagysig)

e Szubjektiv

Korrelogram szemrevételezése

ACF for Zaroar

NEACAEOa:E
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1 | | | | | |
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lag

PACF for Zaroar
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_0,5 . -
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7.1 A stacionaritas tesztelése

Korrelogram szemrevételezése — miért mikodik?

e Azt kell nézni, hogy az ACF nagyon nem lecseng6-e

o (Figyelem: a ,nagyon nem lecsengé” nem azt jelenti, hogy nem igaz az, hogy
nulldba tart, hanem azt, hogy az 1-t6l is alig szakad el!)

e Miért van ez igy?
e Intuitiv indoklas, gondoljunk arra, ha trendje van az idésornak

o (A végigtolt ablaknak mindkét vége vagy az atlag alatt, vagy az atlag felett lesz az
esetek nagy részében; ez csak lassan oldodik az ablak szélességének novekedtével)

Statisztikai tesztek

e Ez az igazan objektiv mddszer, kapunk egy p-értéket, ebben nincsen szubjektiv
tényezo

o A gyakorlatban legelterjedtebb modszerek valéjaban inkdbb azt ellenérzik, hogy
van-e in. egységgyok a folyamat (nem &ltaldban azt, hogy ,nem stacioner”), 1d.
mindjart

o Példaul Dickey-Fuller teszt (DF), kiterjesztett Dickey-Fuller teszt (ADF, augmen-
ted DF)

o Lasd Kkicsit kés6bb

7.1.2. Egységgyok
Az egységgyok fogalma

o Lattuk, hogy egy ARMA-folyamat akkor stacioner, ha az AR-rész polinomjanak,
¢ (L)-nek az Osszes gyoke az egységkoron kiviil van
o Pontositsuk ezt az allitast:

1. Ha az Osszes gyok az egységkoron kiviil van, akkor a folyamat stacioner (el-
tolasinvaridnsak a momentumok, egyedi impulzusok hatésa lecsengd)

2. Ha akar csak egyetlen gyok is az egységkoron beliil van, akkor a folyamat
exploziv (momentumok elmennek a végtelenbe — esetleg oszcilldlva —, az
egyedi impulzusok hatésa feler6sodé)

3. Ha egységkoron belil nincs gyok, de az egységkordn van — egy vagy tobb —
akkor ugyan nem stacioner, de egy furcsa helyzet 4ll el6

o (Gondoljunk mindezeket végig az Y; = o + ¢1Yi—1 + uy példajan!)
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7 A stacionaritas tesztelése

e Az emlitett 3. helyzet hatareset: az egyedi impulzusok hatdsa sem nem lecseng6,

sem nem feler6s6dd, a momentumok felemésan viselkednek (pl. variancia elszéll,
de varhaté érték allando)

o Ezt hivjuk egységgyok-folyamatnak (azt is mondjuk, hogy a folyamatban egy-

séggyok van)

Az egységgyok és a differenciastacionaritas kapcsolata

Ha ¢ (x)-nek egy darab 1 értékii gydke van (a tobbi nagyobb), akkor tigy is frhaté
mint ¢ (z) = ¢ (x) (1 — x), ahol ¢ (x)-nek mar minden gyoke 1-nél nagyobb

Igen am, de ezzel a ¢ (L)Y = a + 0 (L) uy Ggy is irhatd, mint
S(L)(1- L)Y, =a+0(L)w,

azaz

O (L)AY; =a+0(L)w
Vagyis ilyenkor az id6sor differencidzottjara adtunk egy ARMA-modellt!

Egész pontosan ARMA (p-1,q)-t, hiszen az AR-polinomja (g(L)) eggyel kisebb
fokszami

Az egységgyok és a differenciastacionaritas kapcsolata

e Azaz: ha — egyszeres — egységgyok van egy ARMA folyamatban, az épp azt jelenti,

hogy differenciastacioner, mégpedig I (1) lesz, mert a differencidzottja stacioner
ARMA lesz

Ez egy fontos magyarazat arra, hogy miért talaljuk azt, hogy a differenciazas sok-
szor segit: épp az egységgyOokot tiinteti el!

Hasonldan, ha az 1 d-szeres gyok, akkor a d-szer differencidzott folyamat lesz sta-
cioner, tehdt az eredeti folyamat I (d) volt

Egységgyok-tesztelés: DF-teszt
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Tekintsiink elészor egy AR(1)-modellt: Y; = a+¢1Y;_1+u; a szokdsos feltevésekkel

Az egyértelmii, hogy Hy : ¢1 = 1, klasszikusan legtobbszor a Hy : ¢1 < 1 alterna-
tivaval szemben vizsgalédunk

(Mert: az exploziv idésorokat teljesen kizarjuk a vizsgdloddsunk korébél)

Rogton érthetové valik, amit arrél mondtunk, hogy ez nem ,stacionaritasi teszt”,
hanem egységgyok teszt (bar ebben az esetben a ketté majdnem ugyanaz, az egyet-
len kiilonbség az explozivitds kizardsa)



7.1 A stacionaritas tesztelése

o A teszteléshez térjiink at a differencidkra:
AY; = a+ 0Yio1 +uy,
ahol 61 = ¢1 — 1

o Ennek megfelelden itt a tesztiink: Hy: 901 =0 vs Hy: 1 <0

Egységgyok-tesztelés: DF-teszt
e Egyszerlien eressziink ré egy t-probat?

e Nem j6 6tlet, mert §; t-hdnyadosanak nem t-eloszlisa lesz

— Klasszikusan azzal indokoljuk a t-eloszlast, hogy ha nagy a mintank, akkor
ez (aszimptotikusan) eloszlasi feltevésektdl fliggetleniil teljestiil, a centrélis ha-
tareloszlas tétel miatt

— Csakhogy itt a CLT nem fog érvényesiilni, mert Y;_; integralt idésor (gon-
doljunk bele, a variancidja minden hataron til néni fog, ha a mintanagysag
egyre nagyobb!)

e Dayvid Dickey és Wayne Fuller 1979-ben nagy szdmu szimulédciéval tisztazta, hogy
— legalabbis aszimptotikusan — milyen eloszlasa van akkor ennek, ha nem t, ezt
hivjuk DF-eloszladsnak

o Ez alapjan (vagy legaldbbis a kitdblazott kritikus értékek alapjan) mar végezhetd
teszt: DF-teszt

Egységgyok-tesztelés: DF-teszt

o A gyakorlatban harom médon szoktuk alkalmazni (mas a DF-eloszlas mindegyik-
hez):
1. @ = 0 (konstans és trend nélkiil): sztochasztikusan sem lehet benne trend
(nulla koriil kell ingadozzon a differencidzott)
2. a-ra nincs megkotés (konstanssal, de trend nélkiil): sztochasztikusan lehet
benne trend (ez a tipikusabb)

3. Determinisztikus — linedris — trend kisz{irése utdn az el6bbi (konstanssal és
trenddel): a trendsziirt idésort teszteljiik, azaz itt a trend-stacionaritést, és
nem a stacionaritast tudjuk vizsgélni (azzal ekvivalens, hogy az Y; = ag +
art + ¢1Yi—1 + u-b6l indulunk ki)

o (Esetleg mésféle trend, vagy szezondlis dummy-k is hasznalhatéak)
o Hatranyok: sajnos kicsi lehet ez ereje ha a ¢ kisebb mint 1, de csak kevéssel

o Hatranyok: csak akkor valid, ha az eredeti idGsorra tényleg igaz volt az AR(1)-
specifikdcié (dinamikailag helyesen specifikalt a modell, tehdt tényleg ilyen alakd,
és tényleg elég 1 késleltetés)
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7 A stacionaritas tesztelése

Egységgyok-tesztelés: ADF-teszt
o Probaljuk kijavitani az elébbi hatranyt!
e Belathaté, hogy ez gy érhetd el, ha attériink a
AY;=a+0Yi 1 +711AY 1+ A o+ .+ AY g

modellre, ami akkor is miikodni fog, ha az eredeti folyamat magasabb — de p-nél
nem nagyobb — rendi AR-folyamatot kévet

e A rend megvélasztdsa kiilon kérdés; altalaban informéciés kritériummal, vagy -
k tesztelésével végzik (azoknak szerencsére szokdsos, azaz t és — egyiittesen — F
eloszldsaik vannak, legaldbbis aszimptotikusan)
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8

8.1

A nemstacionaritas kezelése:
stacionarizalas, trend- és
differenciastacioner idosorok,
differenciazas, ARIMA-folyamat

. Stacionarizalas

A stacionarizalas sziikségessége

Mi alapvetéen stacioner id@sorokat szeretnénk majd modellezni (példdul olyan
ARMA-val akarunk idésort modellezni, ami stacioner)

De: a legtobb kozgazdasigi idésor nem stacioner!
Mit csindljunk most?

Olyan ,visszacsindlhat6” (invertalhaté) transzformaciot alkalmazunk, ami a nem-
stacioner idOsorbdl stacionert csindl

Azon elvégezziik a modellezést (és ha kell, a transzformdcié inverzével visszatériink
az eredeti id6sor nagysagrendjébe)

Két médszert fogunk latni

Ez nem univerzélis: nem arrél van szd, hogy valamelyiknek matematikai sziikség-
szerliség, hogy stacionarizalnia kell minden idGsort, egész egyszertien azért nézziik
meg ezeket, mert a gyakorlatban sokszor bevaltak

Determinisztikus trend sziirése

Az els6 modszer a determinisztikus trend sziirése: az idésorra réillesztiink egy
analitikus trendet majd kivonjuk beldle, ezt jelenti a ,,sziirés”

Példaul (linedris trend sziirése):
Y=o+ 0t +u

modell alapjan megbecsiiljiikk « és 8 értékét (OLS- vagy ML-elven), majd attériink
a — reményeink szerint stacioner —

v/ =Y - (a+Bt)
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8 A nemstacionaritas kezelése

idGsorra
e Ilyen értelemben mondjuk, hogy kisziirtiink bel6le egy determinisztikus trendet
o (Lényegében az egyenes illesztése utani reziduumokra tértiink at)

e Visszatérés: a trend hozzaadasa

Determinisztikus trend sziirése

Ha ezzel a transzformdaciéval az idSsor stacionarizdlhaté (tehét Y, mér stacioner),
akkor azt mondjuk, hogy az eredeti Y; idGsor trendstacioner folyamat (TSP,
trend stationary process) volt

Természetesen nem muszaj egyszeri linearis trendet szirni, illeszthetiink kvadra-
tikus trendet (o + Bt + 4t2), exponencidlis trendet (ae’t), szezonalitdst, barmit, a
lényeg, hogy egy elére megadott determinisztikus fiiggvényforma legyen

(A dolog ugyanis azért fog miikddni, mert amit illesztiink, annak a paraméterei
szigorian exogének)

Vegyiik észre, hogy ez filozofidjaban a koradbban latott ,determinisztikus trend”
fogalmahoz illeszkedik: ha egy idésorban trend van, de az determinisztikus (Yt(D) =
at + uy), akkor épp ez a mddszer fogja stacionarizalni

Differenciazas

50

o Ha az idésorban viszont sztochasztikus trend van (Yt(s) = Y(fl) + a + uy), akkor

egy masik, de pofonegyszerii transzformacioval stacionarizalhatjuk:

Y/ =Y, - Y,

Hiszen ha az idGsor valéban az el6bbi modell koveti, akkor a fenti transzformécié
eredménye

!
Y/ =a+w
lesz, ami feltevéseink szerint tényleg stacioner

Ezt a transzforméciét Ggy hivjuk, hogy az idésor differencidzasa, jele A, ez is
egy operdtor:
AY, =Y~ Y =Y, — LY, = (1- L)Y,

tehat A=1—-L



8.1 Stacionarizalds

Differenciazas

o Ha ezzel a transzformécidval az idésor stacionarizélhatéd (tehat Y/ mar stacioner),
akkor azt mondjuk, hogy az eredeti Y; id6sor differenciastacioner folyamat
(DSP, difference stationary process) volt

o Visszatérés: felkumuldlds (kezddértékre sziikség lesz):

t
Y=Yy +) AY

=1

o (Itt mar rdismerhetiink, hogy a differenciazas igazabdél nem més, mint a diszkrét
derivdlds: ha diszkrét halmazon vagyunk, akkor a limas_,o azt jelenti, hogy At = 1,
azaz, hogy két egymast koveté idépont kiillonbségét nézziik, és ilyenkor persze le
sem kell osztani At-vel)

o Emiatt azt is mondjuk, hogy a folyamat elsérendben integralt, jelben I (1)

Differenciazas

o A differenciazas lineéris trendet tiintet el (ha az sztochasztikus értelmii)
e Mi van, ha kvadratikus trendet kell eltiintetniink?

« Ugyaniigy, ahogy az ax + b fiiggvényt a derivalds teszi konstanssé, az ax? + bx + c-t
pedig a kétszeri derivalas, ilyenkor a kétszeri differencidzds (mdsodrendd differen-
cidzas) lesz a megoldas:

AAY) =AY, —Yi) =Y — Y1) — (Yim1 — Yio) =
=Y —2Y,_1 +Yi o)

o A jele A?
e Az el6bbi eredmény nem meglepd, hiszen

A2=(1-L)*=1-2L+1L?

o Ha egy folyamat igy stacionarizdlhatd, akkor azt mondjuk, hogy masodrendben
integralt, jelben I (2)

Differenciazas

o Természetesen a dolog altalanosithaté: A? a d-ed rendbeli (d-szeri) differencizas,
Al =(1- L)
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8 A nemstacionaritas kezelése

e Ha egy idésor nem stacioner, az elsé differencidzottja sem az, a masodik differenci-
azottja sem az, ..., de a d-szeri differencidzottja mar igen (tehat d a legkisebb egész
szam, hogy az annyiszoros differencidzott mar stacioner), akkor azt mondjuk, hogy
az idésor d-ed rendben integralt, jelben I (d)

o (Ennek megfelel6en a stacioner idésor nulladrendben integrélt, jelben I (0))

e Ez a tipikusabb a kozgazdasagi gyakorlatban

c s 2

egy d-ed rendben integrélt idésor d-szeres differencidzottjat modellezzitk ARMA (p,q)-
val, akkor azt is mondhatjuk, hogy az eredeti idésort ARIMA (p,d,q)-val model-
leztiik
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9 Box-Jenkins eljaras, elorejelzés készitése

9.1. Box-Jenkins eljaras
A Box-Jenkins eljaras lényege

o Az alapgondolat: az iddsorokat — stacioner — ARIMA (p,d,q)-modellel irjuk le...
e ..a paramétereket igy megvalasztva, hogy a modellfeltevések teljestiljenek

e A nevét két f6 proponensérol — George Box és Gwilym Jenkins — kapta, akiknek
az 1970-es konyve (Time Series Analysis: Forecasting and Control) nagyon sokat
tett a modszer széles korben térténd megismertetéséért és elterjesztéséért

A Box-Jenkins eljaras lépései

1. A d meghatdrozasa: mar lattuk a médszereit (lényegében stacionarizélds/stacion-
aritas tesztelése)

2. A p és q rendek behataroldsa: azért nem ,meghatirozdsa”, mert jellemz6en nem
egyértelmil, tobbféle lehetdséggel is probalkozni kell (de altalaban igyeksziink kicsin
tartani ezeket), egyediil a korrelogram segithet, ha szemrevételezziik és 6sszevetjiik
azzal, hogy az elméleti korrelogramok hogyan néznek ki (de ez dltaldban csak tiszta
AR vagy MA modelleknél miik6d6képes)

3. Modell becslése: technikai 1épés, most nem foglalkozunk vele

4. Modelldiagnosztika: reziduumok vizsgdlata, minimum autokorrelalatlansagra (kor-
relogram, Ljung-Box teszt, Breusch-Godfrey teszt), esetleg normalitasra

5. Modellminésités: jellemzden informéciés kritériumokat (AIC, BIC (SBC), HQC)

hasznalunk

A Box-Jenkins eljaras lépései

e A p és g behataroldsdhoz tehat 1ényegében egy kétlépcsés megoldast alkalmazunk:

— Szlirés: ami diagnosztikailag nem megfeleld, azok a modellek széba sem johet-
nek, kidobjuk 6ket a jeloltek listdjarol (ez tehat a modelldiagnosztika alapjan

megy)

53



9 Box-Jenkins eljaras, elérejelzés készitése

— Sorbarakas: ha nem egyetlen modell marad fenn, akkor azokat sorbarakjuk,
és a — valamely metrika szerinti — legjobbat vélasztjuk (ez tehat a modellmi-
ndsités alapjan megy)

o Az igy kapott modellt pedig felhasznéaljuk

o Itt jellemzden a felhasznalds nem elemzést, hanem el6rejelzést jelent

9.2. Elorejelzés készitése

Az eldrejelzés alapelve

o Természetesen itt is feltételes varhatéd értékkel predikalunk, azaz az el6rejelzéshez
behelyettesitiink minden ismert valtozét (ARMA-modellnél ez a folyamat mult-
beli értékeit, és a multbeli hibdkat jelenti), és a targyiddszaki hibatagot nullanak
vesszitk

e Ilyen médon ARMA-modellben csak egyetlen idészakra tudunk eldrejelezni; ennek
neve statikus el6rejelzés

o Statikus eldrejelzésben csak realizaldédott értékre tdmaszkodunk (a térgyidészaki
hib4tol eltekintve, természetesen )
o Ha tobb idészakra kell elérejelezniink, akkor
— a késébbi hibdkat mind nulldnak kell venniink (nem csak a targyidészakit)

— a multbeli értékek sem lesznek mind realizalédottak — ilyenkor a korabbi el6-
rejelzésre tamaszkodunk

Ezt hivjuk dinamikus el6rejelzésnek

Elorejelzések készitése

e Mindez 6sszefoglalva azt jelenti, hogy
— a hibatag helyébe a reziduumot irjuk, ha mintan beliil vagyunk, 0-t, ha azon
kiviil
— a multbeli érték helyébe a realizdloédott értékét irjuk, ha mintan belil va-

gyunk, a becsiilt értéket, ha azon kiviil

e Az ARMA-folyamat tulajdonsdgaibél ad6dik, hogy nagyon messzire eléremenve az
elérejelzéssel a folyamat varhato értékéhez fogunk konvergélni

o ARIMA-modellezésnél utolsé 1épésben még vissza kell csindlni a differencidzést
(kumulalni kell)
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9.2 Elérejelzés készitése

Az elorejelzés pontossaganak a mérése
A két legtipikusabb mutaté:

o Atlagos négyzetes hiba: MSE = % ZtT:I (yr — @)2

« Atlagos abszolut relativ hiba: MAPE = %Zthl @

t
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10 Idosorok regresszidja

10.1. Exogén valtozés idésormodellek

10.1.1. Alapgondolatok, statikus regresszio

Idosorok regresszidjanak alapgondolata

Az idGsorunkat mds id6sor(ok)kal akarjuk magyarazni

Lényegében tehat ki akarjuk regresszalni az idésorunkat (mint eredményvaltozot),
més id6sorokkal (mint magyardzé valtozokkal)

Bizonyos értelemben az eddigi AR-modellek is ilyenek voltak, csak a ,,mas idésor”
ugyanannak a késleltetettjeit jelentette

Most viszont megengedjiik, hogy tényleg eltér6 idésorok (vagy azok késleltetettjei!)
is belépjenek magyardzé valtozdként

A 6 kérdésiink az lesz, hogy e modelleknek milyen feltételeket kell teljesitenitik,
hogy j6 tulajdonsiggal becsiilhetéek legyenek a paramétereik

Es persze szokasosan az 6konometriai modellek két felhasznélasa: elemzés és elo-
rejelzés

Statikus regresszid

A legegyszeriibb idésoros regresszios modell:

ye = Bo + Brz + we,
ahol y; és z; tehat két idosor ugyanazon idépontbeli megfigyelései
Példaul: statikus Phillips-gorbe (inflacié vs. munkanélkiiliség)

Az u; hibatag és tulajdonsigai lesznek majd vizsgdlédasunk fékuszaban, ami a
modellfeltevéseket illeti

Legegyszertibb eset, ha z; valami ,teljesen mas”, u;-t6l kiilsé informécié (ezt majd
pontositjuk), igy fogjuk mondani, hogy exogén valtozé

Természetesen lehet t6bb exogén valtozo is:

yr = o+ Brzg + Pozio + .o+ Brrzm + w
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10 Id&sorok regresszidja

Statikus regresszid

B jelentése: ha az i-edig idGsor értéke egy adott idészakban egy egységgel meg-
né (minden mast valtozatlanul tartva), akkor modelliink szerint varhatéan hény
egységgel lesz nagyobb az eredményvaltozé ugyanazon idészakban

Azért hivjuk statikusnak, mert ugyanazon id&szaki valtozasokat kapcsol Ossze,
tehat nincs idészakok kozotti hatas

(A dinamika szé altalaban is idében kiterjedten lezajlodé dolgokra utal)

10.1.2. Dinamikus regressziok

A dinamika sziikségessége

Rengeteg helyzetben a statikussag irrealis

Nem varhaté, hogy egy beruhazas rogton ugyanabban az idéopontban befolyasolja
a kibocsatast, hogy egy felvildgositokampany azonnal lecsokkenti a megbetegedé-
sek szamat, hogy egy szocidlpolitikai intézkedés rdgtén megvaltoztatja a jéovedelmi
viszonyokat stb.

A legtobb tarsadalmi-gazdasagi jelenség csak idOben elnyudjtva, késleltetéssel hat,
tobb idészakon keresztiil fejti ki a hatasat

Ezért sziikséges a dinamika beépitése is a regressziés modelljeinkbe

Osztott késleltetésii modellek

o8

A legegyszeriibb dinamikus modell: legyen most csak egyetlen magyardzé valto-
zonk, csak épp

Yt = Bo + 00zt + 01241 + 02242 + ...+ Opzi—p + Ut

Az id6sor targyidoszaki értékére a kordbbi z-k is hatast gyakorolnak...

.. avagy — forditva elmondva ugyanazt — a z mostani valtozasai a jévében fognak
kihatni y-ra

Bi: ha z most megvaltozik, akkor ¢ id6szakkal kés6bb ez hogyan hat y-ra

Amennyiben véges sok korédbbi z hat y-ra (késébb fogjuk latni hogyan hathat
végtelen sok korabbi), akkor véges osztott késleltetésii modellrsl (FDL, finite
distributed lag) beszéliink



10.1 Exogén valtozos idésormodellek

Az FDL-modell

e Ha z konstans, majd egy idészakra felugrik eggyel nagyobbra, majd utan visszaall
a konstans szintre, akkor a targyidGszaki y [y-lal lesz nagyobb mint az allandésult
szintje, az eggyel késébb y Bi-gyel, .., a p-vel késébbi iddszakban S,-val, és a p
utani idészakokra mar nem hat ez a médosulas

e Ezeket hivjuk rovid tava hatasmultiplikatornak, értéke tehat az i-edik id6-
szakra épp 5;

« Eppen ezért szokés kiplottolni f;-t a i-vel szemben

o A masik tipikus értelmezési keret, hogy z egy adott idészakban felugrik eggyel és
dgy is marad, kérdés, hogy hosszi tavon mi torténik y-nal

o Ugyanabban az idészakban (p-lal n6 meg, a kévetkez6ben 5o+ 51-gyel és igy tovabb

o Ezt hivjuk hosszt tavi hatasmultiplikatornak, értéke tehdt > 0, 3;

FDL-modell strukturalatlan becslése

e Ha a fenti médon egyszeriien megbecsiiljiik S-kat, akkor strukturalatlan becs-
1ésrél beszéliink (mert semmit nem tettiink fel a 8-k értékeirdl)

e A probléma ezzel, hogy nagyon sok esetben egy idésor egymast kovetd értékei
nagyon korrelaltak — a fenti modellben rendkiviil erés multikollinearitas lesz, a
B-kat csak nagyon bizonytalanul (hatalmas Cl-vel) tudjuk csak becsiilni

o (Egyiittesen vizsgalhatdak, példaul F-teszttel, vagy a hossz tdvi hatdsmultipli-
katort is jol meg tudjuk becsiilni, csak kiilon-kiilon nem)

FDL-modell struktralt becslése, Almon-lag

o Eppen ezért gyakori, hogy nem teljesen szabadon becsiiljitk 8;-ket, hanem feltéte-
leziink valamilyen struktirat

e Lényegében: atcseréljiik az eredeti paramétereket kisebb szami, kevésbé multikol-
linearis paraméterekre

o (Persze ennek az az ara, hogy a strukturat el kell taldlnunk, az ugyanis nem az
adatokbdl jon, hanem mi mondjuk meg kiviilrél)

o Az egyik népszerii valasztis az Almon késleltetési struktara, amikoris azt té-
telezziik fel, hogy a B;-k az i-ben polinomialisak:

n
Bi=> wji,
j=0

ahol n tipikusan kicsi (pl. 2-3)
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10 Id&sorok regresszidja

e Akarmennyi is p, nekiink csak n darab — dltaldban mar nem tal multikollinedris —
paramétert kell becstilniik

o De még egyszer: fontos, hogy f; tényleg kvadratikus (/kobos/stb.) legyen i-ben

FDL-modell strukturalt becslése, Koyck-lag (GDL)
o Egy masik népszerii vilasztas, hogy (; geometriailag lecsengé i-ben:
/Bi = 50Pi7

ahol természetesen |p| < 1

(Azt is mondhattuk volna, hogy 3; = pfi—1)

Ezt hivjdk Koyck késleltetési struktiranak

Ami nagyon érdekes, hogy ehhez igazdbdl az sem kell, hogy csak véges sok késlel-
tetés lépjen be a modellbe!

Nyugodtan lehet az a modelliink, hogy

Yt = Bo + 0ozt + 01241 + d224—9 + ... + uy,

nem lesz végtelen sok becsiilend6 paraméteriink, hiszen a DL részhez tartoz6 pa-
raméterek szama mindenképp 2 (By és p)

o Tehat értelmesen megbecsiilheto a fenti specifikacio is, mintegy végtelen osztott
késleltetésti modellként, a neve geometriai osztott késleltetii modell (GDL,
geometric distributed lag)

A GDL-modell értelmezése
e A r6vid tdvi hatdsmultiplikdtor tehat 8; = Bop’

e A hosszt tava hatasmultiplikator izgalmasabb:
oo o o /B
0
Zﬁi = Zﬁopi = 502/% =1
=0 =0 =0

10.1.3. IdGsoros regressziok altalanos modellje

P

Az eddigiek kombinacidja
o Az eddigiek természetesen kombinalhatdak is: lehet benne tobb z is, akar késleltetve

o Természetesen lehet vegyesen is (bizonyosak késleltetés nélkiil, méasok késleltetéssel,
a rend sem kell, hogy azonos legyen)

o A jobb oldalra berakhatjuk az eredményvaltozé késleltettjeit is (itt nyilvan egyideji
tagot nem rakhatunk be...), ezzel AR-hatast is 1étrehozhatunk
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10.2 Idésoros regresszio becslése OLS-sel

Egy altalanos modell felé

e Lattuk tehat, hogy a magyarazé valtozé lehet:
— Exogén z (mint a statikus regressziéban)
— Exogén z késleltetettje (mint a DL-ben)

— Az eredményvaltozé késleltetettje (mint az AR-ben)

o Kiilon-kiilon mindegyiket néztiikk mar — lasd a zardjeles megjegyzéseket — de semmi
akadalya, hogy tobbet (vagy akar az Osszeset egyszerre) berakjuk egy modellbe!

Az altalanos modell

e Mindent Osszetéve:

yr = Bo + Brxi + Poig + .+ Bewer + ur = o + B xs 4wy,

ahol z;; egyarant lehet exogén valtozo, késleltett exogén valtoz6 vagy késleltetett
eredményvaltozo

o Formailag teljesen olyan, mint a regresszi6 keresztmetszetben, van eredményvalto-
z6 és vannak magyarazovaltozok

o Egyszerlien behtuzzuk 6ket egy modellbe — torténetesen nem keresztmetszeti ada-
tok, hanem id&sorok, de hat az OLS-nek mindegy, szdmok vannak igy is, dgy is —
és siman megbecsiiljik OLS-sel... j6 otlet ez?

o A kovetkez6kben ezzel fogunk foglalkozni: mi térténik akkor, ha a 8-kat egyszertien
megbecsiiljitk OLS-sel, milyen feltételek mellett milyen tulajdonsagtak lesznek az
igy kapott becslések?

10.2. IdGsoros regresszio becslése OLS-sel

10.2.1. Standard modellfeltevések

A modellfeltevések és szerepiik

o A helyzet, és a kérdés teljesen analdg a keresztmetszetnél latottakkal: milyen mo-
dellfeltevések mellett garantalhatdéak, hogy az OLS szolgaltatta becsléseknek jo
tulajdonsagaik legyenek?

« Ugy fogjuk végignézni, hogy mindenhol a keresztmetszetivel rakjuk parhuzamba

o Ugyantgy 5 (+1) modellfeltevés lesz
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10 Id&sorok regresszidja

Linearitas

Keresztmetszetnél ez volt:
Y =00+ 6/X1+BXo+ ...+ BeXp +u
és ez igaz mindegyik megfigyelési egységre, és igy az egész mintdra is:

Yi = Bo+ b1 Xin + BoXio + ...+ B Xk +

Id6sorndl pontosan ugyanez a feltétel (legfeljebb i helyett t-t szokés irni)

Nincs egzakt multikollinearitas

Keresztmetszetnél ez volt:
P(rank X = k) =1

Idosornal pontosan ugyanez a feltétel

Szigorii exogenitas

Keresztmetszetnél, ha trehanyak voltunk, ez volt:
E (us | X;) =0,

ha precizek, akkor ez:
E(u; | X)=0

Id6sornal, ha precizek voltunk, pontosan ugyanez a feltétel

Tehat: minden idészaki hiba varhaté érték fuggetlen minden (akar més iddszaki!)
magyarazé valtozotol

Szigoru és egyidejii exogenitas
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A trehanysag azért volt megengedhetd, mert ha fae a mintavétel — ami kereszt-
metszetnél egy elfogadhaté feltevés lehet — akkor a preciz tényleg a trehdnyra
egyszeriisodik

Ez teljesen logikus: ha a kiillonb6z6 mintaelemek fiiggetlenek, akkor egy adott
id6szaki hiba az Osszes tobbi idészaki magyardzéd valtozotédl nyilvan varhatd ér-
ték fliggetlen lesz, tehat csak az ugyanazon idGszakiktol vald fiiggetlenséget kell
megkovetelni

IdGsornal, mivel a fae mintavétel itt mar nem elfogadhaté altalanossagban, ez a
trehanysag nem lesz megengedhet6

A tovabbiakban a E (u; | X;) = 0 feltételt egyidejli exogenitasnak, az — erésebb
-E (ul | X ) = 0 feltételt szigora (vagy erds) exogenitasnak nevezziik

(Most vélik érthetévé, hogy a szigoru exogenités elnevezésben mit jelent a szigori!)

A standard modellfeltevésben tehat a szigoru exogenités szerepel



10.2 Idésoros regresszio becslése OLS-sel

A szigora exogenitas sériilései

o Természetesen minden, amit keresztmetszetnél is lattunk (pl. kihagyott valtozo,
mérési hiba)
o Itt azonban maés okok is lehetnek a hattérben:

— Rosszul megragadott dinamika: példaul statikus regressziot becsliink, mikéz-
ben FDL lenne a helyes

— Az u-beli valtozds nem befolydsolhatja a kés6bbi z-et (ez meg hogy lehetne?
agy, ha y értékei visszahatnak a késcbbi x-kre, példaul bilinézés regresszalasa
a rend6ri erék létszaméval)
Homoszkedaszticitas
o Keresztmetszetnél ez volt:
o? ==D? (u, | X) = o?

o IdOsornal pontosan ugyanez a feltétel

Autokorrelalatlansag

o Keresztmetszetnél ez volt: ha fae a mintavétel, akkor automatikusan teljesiil, kii-
l6nben
cov (uj,u; | X) =0
minden i,j =1,2,...,n,i # j

o Id6sornél pontosan ugyanez (az utébbi) a feltétel

Hibanormalitas

o Keresztmetszetnél ez volt:
u| X ~N(0,0°T)

e Id&sorndl pontosan ugyanez a feltétel

Osszefoglalva

e Ha precizen fogalmaztunk, akkor igazdbdl a keresztmetszetnél latott feltételek egy-
az-egyben ugyanazok, mint amire itt is sziikség van

e Most mar elarulhatd, hogy ez nem véletlen: a preciz fogalmazdas épp azért kellett,
hogy az ott latott dolgok valdjaban univerzdilisak legyenek, tehat ne csak kereszt-
metszetre vonatkozzanak, hanem ugyanigy iddsorra is

e ..ami tulajdonképpen jol érthetd is: a tiszta elmélet egységes kell legyen, hiszen a
valtozoknak ,, mindegy”, hogy 6k most idésorok, vagy keresztmetszeti adatok, vagy
micsoddk
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10 Id&sorok regresszidja

10.2.2. Az OLS véges mintas tulajdonsagai idosorokra
Az OLS véges mintas tulajdonsagai idésorokra
o Az elsé harom feltétel teljesiilése esetén az OLS szolgaltatta becslések torzitatlanok

e« Ha mind az 6t feltétel teljesiil, akkor az OLS szolgaltatta becslések ezen feliil
hatésosak is (azaz BLUE-k is)

2

o Ha mind az 6t feltétel teljesiil, akkor a o és a hibdk kovarianciamatrixdnak OLS

szolgaltatta becslése torzitatlan

e Ha még a hibanormalitas is teljesiil, akkor az OLS szolgaltatta becslések eloszlasa
normdlis, a ¢ (F') statisztikdk nulleloszlasai tényleg t-k (F-ek), a szokdsos tesztek
és a konfidenciaintervallumok validak

A keresztmetszeti esethez val6 viszony

o Mindez lényegében azt jelenti, hogy ezen feltevések teljesiilése esetén az idGsoros
adatokkal pontosan ugyanigy hajthatunk végre regressziot, mintha keresztmetsze-
tiek lennének!

o Persze latni kell, hogy ezek rettent6 erds feltevések voltak, a gyakorlatban ritkan
teljesiilnek
Véges (vagy kis-) mintas tulajdonsag mivolt

e A tulajdonsigoknal nem mondtuk semmit a mintanagysagrél: ez azt jelenti, hogy
mintanagysagtdl fliggetleniil — azaz minden mintanagysagra — igazak

o Ilyenkor azt szoktédk mondani, hogy ezek ,kis” mintas (véges mintés) tulajdonsagok
voltak

o (A kismintés elég szerencsétlen elnevezés, hiszen természetesen nagy mintéra is
igazak, gyakorlati szempontbdl persze értheté a kifejezés oka)
10.2.3. Az OLS nagymintas tulajdonsagai idosorokra
A nagymintas tulajdonsag értelme és sziikségessége

o Nagymintds: nem minden n-re igaz, hanem csak lim,,_,~, értelemben (szokis még
aszimptotikus tulajdonsdgnak is nevezni)

e Fontos, mert a gyakorlatban a véges mintas tulajdonsiagokhoz tartozé feltételek
sokszor nem teljesiilnek, de nagy mintat néha van mdédunk venni, igy nagyon 1é-
nyeges annak vizsgalata, hogy ezzel mit tudunk ,kivaltani”

e Igazdbol mar keresztmetszetnél is lattunk egy nagymintas tulajdonsagot: amikor
azt mondtuk, hogy az els6 harom tulajdonsig fennéllasa esetén az OLS szolgéltatta
becslések konzisztensek
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10.2 Idésoros regresszio becslése OLS-sel

Kitéro: idosorok ergodicitasa

o Egy iddsort ergodikusnak neveziink, ha az idében tavoli tagjai — barmely idépont-
bél indulva — fliggetlenbe tartanak az idébeni tdvolsdguk névekedtével (aszimpto-
tikusan fliiggetlenek)

o Egy ergodikus idésorra, ha még stacioner is (és igy 1étezik p) teljestil, hogy

o Néha ezzel definidljék az ergodicitast (pontosabban szélva a varhaté értékben er-
godicitdst) — ilyenkor a stacionaritdst meg kell kovetelni, vagy legaldabbis dvatosan
eljarni

o (Természetesen mindig definidlhatjuk az Iyy.c 41 id6sort, ilyenkor a varhaté érték
{yieA}
val6sziniiség lesz)

Az ergodicitds — egy lehetséges! — pontos definicidja: minden korldtos f : RET1 — R
és f: R 5 R filggvényre és minden i-re igaz, hogy

lim \E[f (yiayi-l-lv"-ayi+k)g(yi+nayi+n+l7~-'uyi+n+l)” =
n—oo

= E[f Wi, vir1, - Yirk) E[9 Witns Yirnt1s - Yirns1)]] -

Az ergodicitas tartalma

o Lényegében azt mondja ki, hogy id6atlag tart a sokasigi — Osszességi — atlaghoz:

— Azért fontos, mert azt mondja, hogy elég sok elemet megfigyelve (az idében
— ugye mi csak ezt tudjuk megtenni!) tényleg tudunk kovetkeztetni a varhato
értékekre /valésziniiségekre (ami igazédbol érdekel minket!)

— A nagy szamok torvényének megfelelje, illetve altaldnositdsa (nem kellett a
teljes fiiggetlenséget feltenni)

o Néha szokéas ezt gyenge fliggdségnek is nevezni

Ergodicitas és az autokovarianciak

o Erezhet8, hogy ha egyszer az ergodicitds olyasmit kovetel meg, hogy az egyre
tavolabbi értékek egyre fiiggetlenebbek legyenek (a teljes fiiggetlenséghez tartva),
akkor Osszefiigg az autokovariancidkkal — hiszen azok is valami fiiggetlenséggel
kapcsolatban 1év6 dolgot mérnek

o Csakugyan, belathat6, hogy egy idésor ergodikus (a varhaté értékre), ha a kova-
rianciai nullaba tartanak, mégpedig olyan gyorsan, hogy abszolut Gsszegezhetéek

is:
(o]
Z [7il < o0
i=1
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10 Id&sorok regresszidja

Stacionaritas és ergodicitas

o Egy stacioner id6sor nem feltétleniil ergodikus: Y; = X (ahol X egy valdszintiségi
valtozd), azaz az idésor konstans

e Egy ergodikus idésor nem feltétleniil stacioner: Y; = at + wu, ahol a # 0 és
uy ~ N (0,02) fiiggetleniil

» Nagyon sok esetben azonban a ketté ugyanaz (néhol keveredés is van emiatt a
széhasznalatban)

Az Gj modellfeltevések

e Pluszban megkdoveteljik a linearitasnal, hogy az idésorok legyenek stacionerek és
ergodikusak is

e Cserében viszont

— Szigoru (erds) exogenitas helyett elég lesz az egyidejli exogenités: E (u; | X;) =
0

— Szigortu (erés) homoszkedaszticitds helyett elég lesz az egyidejii homoszke-
daszticitas: D? (u; | X;) = o

— Szigoru (erés) autokorreldlatlansdg helyett elég lesz az egyideji autokorreld-

latlansag: cov (Uz‘,uj | Xmij) =0

o (A hibanormalitdsr6l nem tettiink fel semmit: nem kellett, mert ugyis aszimp-
totikus eredményeink lesznek, ahol a centrdlis hatareloszlas tétel kihasznélhaté
— ugyanis a fenti feltételek mellett az is miikédni fog, nem csak a nagy szamok
torvénye)

Az OLS nagymintas tulajdonsagai

e Az elébb vazolt modellfeltevések koziil az els§ harom teljesiilése esetén az OLS
szolgaltatta becslések konzisztensek

e Ha mind az 6t teljesiil, akkor az OLS szolgaltatta becslések aszimptotikusan nor-
malisak, a t (F') statisztikdk nulleloszldsai tényleg t-k (F-ek) aszimptotikusan, a
szokasos tesztek és a konfidenciaintervallumok aszimptotikusan validak
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