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1. Matematikai emlékezteto

1.1. Algebra emlékeztetd
Valtozo, hatvany, polinom, polinom gyoke és inverze

o Legyen x egy valtozé, 2* egy hatvinya, ekkor wy + w1z +woz? + . . . + wpa”

egy — k-ad fok, egyvaltozés — polinom, wg, w1, ws, .. .,wy egyltthatékkal

= w(x)

o (Az egyiitthatok és a valtozé értéke legegyszeriibb esetben valés szdmok, de ez nem
sziikségszerti)

« Megengedjiik, hogy a fokszam végtelen is lehessen: w (z) = Y%, w;z’

« Polinom inverze: w™! (z) olyan, hogy w™! (z)w (z) = 1
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o Polinom gyoke: az w (z) = 0 egyenlet megoldasa

e Az algebra alaptétele: egy k-ad foku valés polinomnak k darab — nem feltétleniil
kiilonb6z6 — gyoke van, melyek vagy valésak, vagy ha komplexek, akkor konjugalt
parokban jonnek

e Az el6bbi miatt egy polinom mindig felirhaté gy — gyoktényezos alak — mint
w(z) = (1 - %3:) (1 - %x) . (1 - %x), ahol r; az i-edik gyok

Polinom invertalasa

e Példaul 1 — ax inverze 1+ ax + (ax)2 + (aac)3 +... (egyesével egyeztetve az egytitt-
hatdkat)

o Ez egy hatvanysor, konvergdl, ha |ax| < 1

o Altaldnos esethez induljunk ki a gydktényezds alakbol:
1 1 1\
w(z) = [(1—:{:) <l—$>--~(1—m)] =
1 T2 Tk
-1 —1 -1
1
(1—1:U> <1—1x> -~-<1—x) =
1 (] Tk
14—+ |—2| +—2) +...
= T T T

e Ami konvergal, ha minden i-re ’%x‘ <1

=1

— Ha |z| = 1, akkor a feltétel, hogy |r;| > 1, azaz, hogy mindegyik gyok 1-nél
nagyobb abszolutértékii legyen, méas széval, hogy a komplex egységkoron kiviil
legyen (ugye a gyokok komplexek is lehetnek)

2. Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja
2.1. A késleltetési operator és a késleltetési polinom
A késleltetési operator

o Legyen L valami, ami idésorb6l egy masik idésort csinédl (ha y az eredeti idésor,
akkor Ly jeloli az djat)

o ..mégpedig tgy, hogy (Ly); = y1—1

o Az egyszeriiség kedvéért most fokuszaljunk a minta (realizalédott) idésorra, ne a
sokasagi szemléletre



o Fogjuk fel tigy, mint egy fiiggvényt, ami az idékhoz értékeket rendel: y : {1,2,..., T} —
Résy:t— y

o Az L tehét fiiggvénybdl egy masik fiiggvényt csinal: operdtor
A késleltetési operator (precizebben)

o A  fiiggvény” itt igazabdl egy vektor (y = (y1 Yo v yT)T)

o (Ez rendben is van: egy n dimenziés valds vektor felfoghaté egy {1,2,...,n} — R
fiiggvényként!)

o Ezek a fiiggvények egy vektorteret alkotnak (fiiggvény: a vektortér eleme, ska-
larral szorzés: pontonként szorzds, Osszeadds: pontonkénti Osszeadds), ezt szokés
fliggvénytérnek nevezni

o A fenti esetben ez megfelel az n-dimenzids valés vektorokkal végzett szokdsos mii-
veleteknek

o Az operdtor — ugy altalaban — igazabdl két vektortér kozti leképezés
o A fiiggvényteres értelmezés miatt mondhattuk azt, hogy az ,operator az, ami fligg-

vénybdl masik fiiggvényt csinal”!

A késleltetési operator (precizebben)

e Ha a vektoros felfogast, és azon belill is az n-dimenziés valdés vektoroknak vald
megfeleltetést vessziik, akkor minden operédtor reprezentalhaté méatrixszal (hiszen
a matrix az, ami vektorbol vektort csindl!)

e Ez aldl a késleltetési operator sem kivétel, példaul:

0000 n 0

1 0 0 O . Y2 o Y2

01 00 Y3 o Y3 ’

0010 Y4 Y4
L y

o (Azért, hogy ne véltozzon az idésor hossza, az 1j els6 eleme legyen fixen 0)

A késleltetési operator hatvanyai
e Micsoda L??
o Konnyen értelmezheté: L (Ly;) = Lyi—1 = yr—2

e Roviden: L%y, = o



Megfeleltethet a matrixoknak? Igen! Az L matrix négyzete épp a kettével késlel-
tetést valésitsa meg, azaz L2 = L2

Szorozzuk 6ssze, és ellendrizziik le, hogy ez csakugyan teljesiil!
Hasonlbéan LFy, = y;_p, tehat ez a k-val késlelteté operdtor lesz

Ideértve azt is, ho éldaul LYy = yy41, ,siettetd operator”
) gy p Y Yt+1, » P

A késleltetési polinom

A késleltetett idésorokat kombindlhatjuk is, példaul 2y; + 3y 1 — 4yr—o = 2y +
3Lyt - 4L2yt = ...

Most jon az érdekes rész: ez atirhatd mint

.= (24 3L - 4L%) y,

Ami fontos, hogy ez nem ,,szintaktikai manipuléci6”, az el6bbi matrixok nagyon is
mutatjdk ennek a realitasat: 2I + 3L — 4L? épp az a matrix, amivel rdszorozva az
idésorra pont 2y; + 3yi, — 4yi—o-t kapjuk!

Ennek altaldnositasa a késleltetési polinom:
w(L) =wy+wi L +wyL?+ ... +wiLF,

azaz az operatorokbdl is ugyaniugy gyarhatunk polinomot — az el6bb definialt hat-
vanyaik segitségével — mint mondjuk valds ismeretlenekbdl

Ezzel w (L) yr = woyr + wiYs—1 + wayi—2 + ... + WklYr—k

Természetesen w (L) maga is egy operator

A késleltetési polinom hasznalatanak elénye
Szamos — egyébként bonyolult — miivelet elvégezhetd, mint (jél ismert) manipulaci6
polinomokkal: 6sszeszorozhatdak, invertalhatéak stb.!

2.2. ARMA-folyamatok reprezentacioja késleltetési polinomokkal

ARMA-folyamatok felirasa késleltetési polinomokkal

Emlékezet6iil:
Yi=a+¢1Yioi+ oY o+ ...+ 0pYipt
+up + O1up—q1 + Ooup_o + ...+ unt_q

Kicsit atrendezve:

Yi—1Yi 1 — @Y o— ... =Y =
a+ug+Orup—1 + Oouso + ...+ Oqui—q



ARMA-folyamatok felirasa késleltetési polinomokkal

o Az el6bbiek alapjan ez atirhaté mint

Y, — 1LY, — o LY, — ... — ¢, LPY; =
=a+us + 0 Lug + O L%us + ... + 0y L%

o Azaz:
(1= 1L — gol? — ... — ¢, [P) Y, =
=a+ (14+60L+0,L% +...+0,L7) u
o Vezessiink be két késleltetési polinomot: ¢ (r) = 1 — g1z — ¢ox? — ... — ¢paP és

0 (x) =14 012 + O2° + ... + 0429
o Ezekkel az el6bbi egész egyszeriien

¢(L)Yy =a+0(L)u
ARMA-folyamatok vizsgalata polinomialis reprezentacidval: stacionaritas

o Az el6bbi egyenletet atalakitva:
V=0 (L)a+¢ " (L)0(L)u

o Legalabbis, ha ¢ (L) invertdlhato!

o Ehhez az kell, hogy a gyokei a polinomnak az egységkoron kiviil legyenek

— Mert az L ugy viselkedik, mint az 1 abszolutértékii szam (1 az operdtornor-
méja)

o Lényegében azt jelenti, hogy létezik MA (co)-reprezentacio
 Es most jon a lényeg: ez épp a stacionaritds feltétele!

o (Persze ez bizonyitdst igényel)

ARMA-folyamatok vizsgalata polinomialis reprezentaciéval: invertalhatésag

o Ha viszont 6 (L) gyokei vannak az egységkoron kiviil, akkor az egész AR(o0)-
folyamatként reprezentdlhato

e Ilyenkor azt mondjuk, hogy a folyamat invertdlhato

e Lényegében azt jelenti, hogy az u; is felirhaté Y aktudlis és multbeli értékeivel
(nem csak forditva)
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