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1. Exogén valtozés idosormodellek

1.1. Alapgondolatok, statikus regresszio

Idosorok regresszidjanak alapgondolata

Az idGsorunkat mds idGsor(ok)kal akarjuk magyarazni

Lényegében tehat ki akarjuk regresszdlni az idésorunkat (mint eredményvéltozot),
més idésorokkal (mint magyarazé valtozokkal)

Bizonyos értelemben az eddigi AR-modellek is ilyenek voltak, csak a ,,mas idésor”
ugyanannak a késleltetettjeit jelentette

Most viszont megengedjiik, hogy tényleg eltér6 idésorok (vagy azok késleltetettjei!)
is belépjenek magyardzé valtozdként

A 6 kérdéstink az lesz, hogy e modelleknek milyen feltételeket kell teljesitenitik,
hogy j6 tulajdonsiggal becsiilhetéek legyenek a paramétereik
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o Es persze szokdsosan az 6konometriai modellek két felhasznélasa: elemzés és eld-
rejelzés

Statikus regresszié
e A legegyszeriibb iddsoros regressziés modell:

Yt = Bo + Bra + we,
ahol y; és z; tehat két idosor ugyanazon idépontbeli megfigyelései
o Példaul: statikus Phillips-gorbe (inflaci6é vs. munkanélkiiliség)

e Az u; hibatag és tulajdonsagai lesznek majd vizsgalédasunk fékuszaban, ami a
modellfeltevéseket illeti

o Legegyszeriibb eset, ha z; valami ,teljesen mas”, u;-t6l kiils6 informéacié (ezt majd
pontositjuk), igy fogjuk mondani, hogy exogén valtozé

e Természetesen lehet tobb exogén valtozd is:

Yyr = o+ Bz + Pozio + .o+ Brrzg + W

Statikus regresszid

e (3; jelentése: ha az i-edig idGsor értéke egy adott idoszakban egy egységgel meg-
né (minden mast valtozatlanul tartva), akkor modelliink szerint varhatéan hény
egységgel lesz nagyobb az eredményvaltozd ugyanazon idészakban

o Azért hivjuk statikusnak, mert ugyanazon iddszaki valtozasokat kapcsol Ossze,
tehat nincs idészakok kozotti hatas

o (A dinamika sz6 altaldban is id6ben kiterjedten lezajlédé dolgokra utal)

1.2. Dinamikus regresszi6k

A dinamika sziikségessége

o Rengeteg helyzetben a statikussag irredlis

e Nem varhaté, hogy egy beruhazas régtén ugyanabban az idépontban befolyasolja
a kibocsatast, hogy egy felvilagositokampany azonnal lecsdkkenti a megbetegedé-
sek szamat, hogy egy szocialpolitikai intézkedés régtdén megvaltoztatja a jovedelmi
viszonyokat stb.

e A legtobb tarsadalmi-gazdasagi jelenség csak idében elnytjtva, késleltetéssel hat,
tobb idGszakon keresztiil fejti ki a hatdsat

o Ezért sziikkséges a dinamika beépitése is a regresszidos modelljeinkbe



Osztott késleltetésii modellek

o A legegyszeriibb dinamikus modell: legyen most csak egyetlen magyarazo vélto-
zonk, csak épp

Y = Bo + 002t + 012¢—1 + 022i—2 + ... + Op2e—p + Ut

o Az idGsor targyidészaki értékére a korabbi z-k is hatdst gyakorolnak...

e .. avagy — forditva elmondva ugyanazt — a z mostani valtozasai a jovében fognak
kihatni y-ra

e (;: ha z most megvaltozik, akkor ¢ idészakkal kés6bb ez hogyan hat y-ra

o Amennyiben véges sok kordbbi z hat y-ra (késébb fogjuk latni hogyan hathat
végtelen sok korabbi), akkor véges osztott késleltetésii modellrsl (FDL, finite
distributed lag) beszéliink

Az FDL-modell

e Ha z konstans, majd egy idészakra felugrik eggyel nagyobbra, majd utan visszaall
a konstans szintre, akkor a targyidGszaki y [y-lal lesz nagyobb mint az allandésult
szintje, az eggyel késébb y Bi-gyel, .., a p-vel késébbi idészakban S,-val, és a p
utani idészakokra mar nem hat ez a mdédosulas

e Ezeket hivjuk rovid tavia hatasmultiplikatornak, értéke tehat az i-edik id6-
szakra épp 5;

o Eppen ezért szokés kiplottolni §;-t a i-vel szemben

o A masik tipikus értelmezési keret, hogy z egy adott idészakban felugrik eggyel és
gy is marad, kérdés, hogy hosszi tavon mi térténik y-nal

o Ugyanabban az idoszakban (yp-lal né meg, a kévetkezében 5o+ 51-gyel és igy tovabb

o Ezt hivjuk hosszt tava hatasmultiplikatornak, értéke tehat >0, 53;

FDL-modell strukturalatlan becslése

e Ha a fenti médon egyszeriien megbecsiiljiik 8-kat, akkor strukturalatlan becs-
1ésrél beszéliink (mert semmit nem tettiink fel a 8-k értékeirdl)

o A probléma ezzel, hogy nagyon sok esetben egy idésor egymaést kovetd értékei
nagyon korrelaltak — a fenti modellben rendkiviil erés multikollinearités lesz, a
B-kat csak nagyon bizonytalanul (hatalmas Cl-vel) tudjuk csak becsiilni

o (Egyiittesen vizsgalhatéak, példaul F-teszttel, vagy a hosszt tdvia hatdsmultipli-
kétort is jol meg tudjuk becsiilni, csak kiilon-kiilén nem)



FDL-modell struktralt becslése, Almon-lag

 Eppen ezért gyakori, hogy nem teljesen szabadon becsiiljitk 8;-ket, hanem feltéte-
leziink valamilyen struktirat

o Lényegében: atcseréljiik az eredeti paramétereket kisebb szami, kevésbé multikol-
linearis paraméterekre

o (Persze ennek az az ara, hogy a strukturat el kell taldlnunk, az ugyanis nem az
adatokbdl jon, hanem mi mondjuk meg kiviilrél)

o Az egyik népszerii vdlasztas az Almon késleltetési struktiara, amikoris azt té-
telezziik fel, hogy a B;-k az i-ben polinomialisak:

n
Bi = § ’U)j’L.],
J=0

ahol n tipikusan kicsi (pl. 2-3)

e Akarmennyi is p, nekiink csak n darab — dltaldban mar nem tal multikollinedris —
paramétert kell becstilniik

o De még egyszer: fontos, hogy f; tényleg kvadratikus (/kobos/stb.) legyen i-ben

FDL-modell strukturalt becslése, Koyck-lag (GDL)
o Egy masik népszerii valasztas, hogy (5; geometriailag lecsengé i-ben:
Bi = Bop',
ahol természetesen |p| < 1
o (Azt is mondhattuk volna, hogy £; = pBi—1)
o Ezt hivjdk Koyck késleltetési struktiaranak

e Ami nagyon érdekes, hogy ehhez igazabol az sem kell, hogy csak véges sok késlel-
tetés lépjen be a modellbe!

e Nyugodtan lehet az a modelliink, hogy
Ys = Bo + 0ozt + 012i—1 + 2242 + ... + Uy,

nem lesz végtelen sok becsiilend6 paraméteriink, hiszen a DL részhez tartozo pa-
raméterek szama mindenképp 2 (Sy és p)

o Tehat értelmesen megbecsiilhetd a fenti specifikacié is, mintegy végtelen osztott
késleltetésii modellként, a neve geometriai osztott késleltetii modell (GDL,
geometric distributed lag)



A GDL-modell értelmezése
o A r6vid tévi hatdsmultiplikdtor tehat 8; = Bop’
o A hosszt tdva hatdsmultiplikator izgalmasabb:

o0 o0 o0 /B
ZZ;@‘ 2250/% :ﬁoiz;pi = 1_0

1=0

P

1.3. Idésoros regresszidk altalanos modellje
Az eddigiek kombinacidja
o Az eddigiek természetesen kombinalhatdak is: lehet benne tobb z is, akar késleltetve

o Természetesen lehet vegyesen is (bizonyosak késleltetés nélkiil, méasok késleltetéssel,
a rend sem kell, hogy azonos legyen)

o A jobb oldalra berakhatjuk az eredményvaltozé késleltettjeit is (itt nyilvan egyidejii
tagot nem rakhatunk be...), ezzel AR-hatést is 1étrehozhatunk

Egy altalanos modell felé

o Lattuk tehat, hogy a magyarazé valtozé lehet:
— Exogén z (mint a statikus regressziéban)
— Exogén z késleltetettje (mint a DL-ben)
— Az eredményvaltozé késleltetettje (mint az AR-ben)

o Kiilon-kiilon mindegyiket néztiik mar — ldsd a zardjeles megjegyzéseket — de semmi
akadélya, hogy tobbet (vagy akéar az Osszeset egyszerre) berakjuk egy modellbe!

Az altalanos modell

e Mindent Osszetéve:

yr = Bo + Brxi + Poig + .+ Bewer +ur = o + B xs 4wy,

ahol z;; egyarant lehet exogén valtozo, késleltett exogén viltoz6 vagy késleltetett
eredményvaltozé

o Formailag teljesen olyan, mint a regresszié keresztmetszetben, van eredményvalto-
z6 és vannak magyarazovaltozok

e Egyszerlien behizzuk 6ket egy modellbe — torténetesen nem keresztmetszeti ada-
tok, hanem idésorok, de hat az OLS-nek mindegy, szamok vannak igy is, agy is —
és siman megbecsiiljiik OLS-sel... j6 otlet ez?

o A kovetkezdkben ezzel fogunk foglalkozni: mi torténik akkor, ha a S-kat egyszeriien
megbecsiiljiik OLS-sel, milyen feltételek mellett milyen tulajdonsagtak lesznek az
igy kapott becslések?



2. IdGsoros regresszio becslése OLS-sel

2.1. Standard modellfeltevések

A modellfeltevések és szerepiik

o A helyzet, és a kérdés teljesen analdg a keresztmetszetnél latottakkal: milyen mo-
dellfeltevések mellett garantalhatdéak, hogy az OLS szolgaltatta becsléseknek jo
tulajdonsagaik legyenek?

o« Ugy fogjuk végignézni, hogy mindenhol a keresztmetszetivel rakjuk parhuzamba
o Ugyantgy 5 (+1) modellfeltevés lesz
Linearitas
o Keresztmetszetnél ez volt:
Y=00+5/X1+0Xe+ ...+ B:Xr+u
és ez igaz mindegyik megfigyelési egységre, és igy az egész mintara is:
Yi=Bo+ 51 Xa + BoXia + ... + B Xik + u;

o IdGsornél pontosan ugyanez a feltétel (legfeljebb i helyett ¢t-t szokas irni)

Nincs egzakt multikollinearitas

o Keresztmetszetnél ez volt:
P (ranké = k:) =1

e IdOsornal pontosan ugyanez a feltétel

Szigorii exogenitas
o Keresztmetszetnél, ha trehanyak voltunk, ez volt:
E (ul ‘ X@) =0,

ha precizek, akkor ez:
E(ui | X)=0

e Id&sornal, ha precizek voltunk, pontosan ugyanez a feltétel

o Tehat: minden idészaki hiba varhaté érték fiiggetlen minden (akar mas idészakil)
magyarazé valtozotol



Szigoru és egyidejii exogenitas

A trehdnysag azért volt megengedhetd, mert ha fae a mintavétel — ami kereszt-
metszetnél egy elfogadhatd feltevés lehet — akkor a preciz tényleg a trehdnyra
egyszerisodik

Ez teljesen logikus: ha a kiilénb6z6 mintaelemek fiiggetlenek, akkor egy adott
id6szaki hiba az Osszes tobbi id6szaki magyarazé valtozotdl nyilvan varhatd ér-
ték fiiggetlen lesz, tehdt csak az ugyanazon idészakiktél vald fliggetlenséget kell
megkovetelni

IdGsornal, mivel a fae mintavétel itt mar nem elfogadhaté altalanossagban, ez a
trehdnysag nem lesz megengedhetd

A tovabbiakban a E (u; | X;) = 0 feltételt egyidejii exogenitasnak, az — erésebb
-E (u, | X ) = 0 feltételt szigoru (vagy erds) exogenitasnak nevezziik

(Most valik érthetévé, hogy a szigort exogenités elnevezésben mit jelent a szigori!)

A standard modellfeltevésben tehdt a szigori exogenitas szerepel

A szigora exogenitas sériilései

Természetesen minden, amit keresztmetszetnél is lattunk (pl. kihagyott véltozd,
mérési hiba)

Itt azonban més okok is lehetnek a hattérben:

— Rosszul megragadott dinamika: példaul statikus regressziét becsliink, mikoz-
ben FDL lenne a helyes

— Az u-beli valtozas nem befolydsolhatja a kés6bbi z-et (ez meg hogy lehetne?
uagy, ha y értékei visszahatnak a késobbi x-kre, példaul bilinozés regresszalasa
a rendori erék létszdméval)

Homoszkedaszticitas

Keresztmetszetnél ez volt:
o? ==D? (u | X) = o?

Id6sornal pontosan ugyanez a feltétel

Autokorrelalatlansag

Keresztmetszetnél ez volt: ha fae a mintavétel, akkor automatikusan teljesiil, kii-
lénben

cov (ug,uj | X) =0
minden ¢,j =1,2,...,n,1 # j

Id6sornél pontosan ugyanez (az utébbi) a feltétel



Hibanormalitas

o Keresztmetszetnél ez volt:
u| X ~N(0,0°T)

e Id&sorndl pontosan ugyanez a feltétel

Osszefoglalva

e Ha precizen fogalmaztunk, akkor igazdbdl a keresztmetszetnél latott feltételek egy-
az-egyben ugyanazok, mint amire itt is szitkség van

e Most mar elarulhatd, hogy ez nem véletlen: a preciz fogalmazas épp azért kellett,
hogy az ott latott dolgok valdjdban univerzdlisak legyenek, tehat ne csak kereszt-
metszetre vonatkozzanak, hanem ugyanigy idésorra is

e ..ami tulajdonképpen jol érthetd is: a tiszta elmélet egységes kell legyen, hiszen a
valtozoknak , mindegy”, hogy 6k most idGsorok, vagy keresztmetszeti adatok, vagy
micsodak

2.2. Az OLS véges mintas tulajdonsagai idosorokra

Az OLS véges mintas tulajdonsagai idésorokra

o Az elsé harom feltétel teljesiilése esetén az OLS szolgaltatta becslések torzitatlanok

e« Ha mind az 6t feltétel teljesiil, akkor az OLS szolgaltatta becslések ezen feliil
hatésosak is (azaz BLUE-k is)

2

o Ha mind az 6t feltétel teljesiil, akkor a ¢ és a hibak kovarianciamatrixanak OLS

szolgaltatta becslése torzitatlan

o Ha még a hibanormalitas is teljesiil, akkor az OLS szolgaltatta becslések eloszlasa
normadlis, a ¢ (F') statisztikdk nulleloszlasai tényleg t-k (F-ek), a szokdsos tesztek
és a konfidenciaintervallumok validak

A keresztmetszeti esethez val6 viszony

e Mindez lényegében azt jelenti, hogy ezen feltevések teljesiilése esetén az idésoros
adatokkal pontosan ugyanigy hajthatunk végre regressziot, mintha keresztmetsze-
tiek lennének!

o Persze latni kell, hogy ezek rettent6 erds feltevések voltak, a gyakorlatban ritkan
teljesiilnek



Véges (vagy kis-) mintas tulajdonsag mivolt

e A tulajdonsagoknal nem mondtuk semmit a mintanagysagrél: ez azt jelenti, hogy
mintanagysagtol fiiggetlenil — azaz minden mintanagysagra — igazak

o Ilyenkor azt szoktédk mondani, hogy ezek ,kis” mintas (véges mintés) tulajdonsagok
voltak

o (A kismintés elég szerencsétlen elnevezés, hiszen természetesen nagy mintéara is
igazak, gyakorlati szempontbdl persze értheté a kifejezés oka)
2.3. Az OLS nagymintas tulajdonsagai idosorokra
A nagymintas tulajdonsag értelme és sziikségessége

o Nagymintds: nem minden n-re igaz, hanem csak lim,_,~, értelemben (szokds még
aszimptotikus tulajdonsdgnak is nevezni)

e Fontos, mert a gyakorlatban a véges mintas tulajdonsiagokhoz tartozé feltételek
sokszor nem teljesiilnek, de nagy mintat néha van mdédunk venni, igy nagyon 1é-
nyeges annak vizsgalata, hogy ezzel mit tudunk ,kivaltani”

e Igazabdl mar keresztmetszetnél is lattunk egy nagymintas tulajdonsigot: amikor
azt mondtuk, hogy az elsé harom tulajdonsag fennallasa esetén az OLS szolgaltatta
becslések konzisztensek

Kitéro: idosorok ergodicitasa

o Egy id6sort ergodikusnak neveziink, ha az idoben tavoli tagjai — barmely idépont-
bél indulva — fliggetlenbe tartanak az idébeni tdvolsaguk névekedtével (aszimpto-
tikusan fiiggetlenek)

o Egy ergodikus id6sorra, ha még stacioner is (és igy létezik p) teljestil, hogy

T
1
lim —Y Y; —
L DIl

o Néha ezzel definidljék az ergodicitast (pontosabban szélva a varhaté értékben er-
godicitdst) — ilyenkor a stacionaritdst meg kell kovetelni, vagy legalabbis dvatosan
eljarni

o (Természetesen mindig definidlhatjuk az Iiy,c 4y id6sort, ilyenkor a varhaté érték
valészintiség lesz)

Az ergodicitds — egy lehetséges! — pontos definicidja: minden korlatos f : RFf1 — R
és f: R 5 R fiiggvényre és minden i-re igaz, hogy

im [E[f (i, Yit1, - Yitk) 9 Wivn Yitnt1s - Yitnt)]| =
n—od

= |E [f (yi7yi+1a cee ,yz‘+k)]| |]E [g (yi+myi+n+1a cee ayi+n+l)]| .



Az ergodicitas tartalma

e Lényegében azt mondja ki, hogy id6atlag tart a sokasagi — Osszességi — atlaghoz:

— Azért fontos, mert azt mondja, hogy elég sok elemet megfigyelve (az idében
— ugye mi csak ezt tudjuk megtenni!) tényleg tudunk kovetkeztetni a varhatéd
értékekre/valészintiségekre (ami igazabodl érdekel minket!)

— A nagy szamok torvényének megfeleléje, illetve altalanositasa (nem kellett a
teljes fliggetlenséget feltenni)

o Néha szokas ezt gyenge fiiggéségnek is nevezni

Ergodicitas és az autokovarianciak

o Erezhets, hogy ha egyszer az ergodicitds olyasmit kovetel meg, hogy az egyre
tavolabbi értékek egyre fiiggetlenebbek legyenek (a teljes fiiggetlenséghez tartva),
akkor Osszefiigg az autokovariancidkkal — hiszen azok is valami fiiggetlenséggel
kapcsolatban 1évé dolgot mérnek

o Csakugyan, beldthat6, hogy egy idésor ergodikus (a varhaté értékre), ha a kova-
rianciai nullaba tartanak, mégpedig olyan gyorsan, hogy abszolit Gsszegezhetbek

is:
o
Z [yil < o0
i=1

Stacionaritas és ergodicitas

o Egy stacioner id6sor nem feltétleniil ergodikus: Y; = X (ahol X egy valdszintiségi
valtozo), azaz az idGsor konstans

o Egy ergodikus idésor nem feltétlenill stacioner: Y; = at + u;, ahol a@ # 0 és
ug ~ N (0,02) fiiggetleniil

o Nagyon sok esetben azonban a ketté ugyanaz (néhol keveredés is van emiatt a

szohasznalatban)

Az Gj modellfeltevések

e Pluszban megkdoveteljik a linearitasnal, hogy az idésorok legyenek stacionerek és
ergodikusak is
o (Cserében viszont

— Szigor (erds) exogenités helyett elég lesz az egyidejii exogenitas: E (u; | X;) =
0

— Szigortu (erés) homoszkedaszticitas helyett elég lesz az egyidejii homoszke-
daszticitds: D? (u; | X;) = o
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— Szigoru (erés) autokorreldlatlansdg helyett elég lesz az egyidejii autokorreld-
latlansag: cov (ui,uj | Xi,zj) =0

o (A hibanormalitdsrél nem tettiink fel semmit: nem kellett, mert ugyis aszimp-
totikus eredményeink lesznek, ahol a centralis hatéreloszlas tétel kihasznalhato
— ugyanis a fenti feltételek mellett az is miikédni fog, nem csak a nagy szamok
torvénye)

Az OLS nagymintas tulajdonsagai

o Az elébb vazolt modellfeltevések koziil az elsé harom teljesiilése esetén az OLS
szolgaltatta becslések konzisztensek

e Ha mind az 6t teljesiil, akkor az OLS szolgaltatta becslések aszimptotikusan nor-
malisak, a t (F') statisztikdk nulleloszldsai tényleg t-k (F-ek) aszimptotikusan, a
szokasos tesztek és a konfidenciaintervallumok aszimptotikusan validak
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