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Idosorok regressziojanak alapgondolata

Exogén valtozés idésormodellek
Id&soros regresszié becslése OLS-sel

o Az id6sorunkat mds idésor(ok)kal akarjuk magyarazni

o Lényegében tehit ki akarjuk regresszaini az idésorunkat (mint eredményvaltozét), mas
id6sorokkal (mint magyarazé valtozdkkal)

@ Bizonyos értelemben az eddigi AR-modellek is ilyenek voltak, csak a ,,mas id6sor”
ugyanannak a késleltetettjeit jelentette

@ Most viszont megengedjiik, hogy tényleg eltéré idésorok (vagy azok késleltetettjei!) is
belépjenek magyarazé valtozdként

@ A f6 kérdésiink az lesz, hogy e modelleknek milyen feltételeket kell teljesiteniiik, hogy jé
tulajdonsaggal becsiilhetéek legyenek a paramétereik

o Es persze szokdsosan az 6konometriai modellek két felhasznalasa: elemzés és eldrejelzés
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Statikus regresszid

o A legegyszeriibb idGsoros regressziés modell:

Yt = Bo + Prz: + ug,

ahol y; és z; tehat két idOsor ugyanazon idépontbeli megfigyelései
o Példaul: statikus Phillips-gérbe (inflacié vs. munkanélkiiliség)

@ Az u; hibatag és tulajdonsagai lesznek majd vizsgalédasunk fékuszaban, ami a
modellfeltevéseket illeti

o Legegyszeriibb eset, ha z; valami ,teljesen mas”, ue-tdl kiilsé informéacié (ezt majd
pontositjuk), gy fogjuk mondani, hogy exogén valtozd

@ Természetesen lehet tobb exogén valtozé is:

Ve =a+ B1za + Bozio + ..+ Brzu + uy
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Statikus regresszid

o [; jelentése: ha az i-edig idésor értéke egy adott id6szakban egy egységgel megné (minden
mast véltozatlanul tartva), akkor modelliink szerint varhatéan hany egységgel lesz nagyobb

az eredményvaltoz6 ugyanazon idészakban

o Azért hivjuk statikusnak, mert ugyanazon idGszaki valtozasokat kapcsol 6ssze, tehat nincs
id6szakok kozotti hatas

o (A dinamika szé &ltaldban is idében kiterjedten lezajlédé dolgokra utal)
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A dinamika sziikségessége

@ Rengeteg helyzetben a statikussag irrealis

@ Nem varhatd, hogy egy beruhazas rogton ugyanabban az idopontban befolyasolja a
kibocsatast, hogy egy felvilagositékampany azonnal lecsokkenti a megbetegedések szamat,
hogy egy szociélpolitikai intézkedés rogton megvaltoztatja a jovedelmi viszonyokat stb.

@ A legtobb tarsadalmi-gazdasagi jelenség csak idében elnyljtva, késleltetéssel hat, tobb
id6szakon keresztil fejti ki a hatdsat

o Ezért sziikséges a dinamika beépitése is a regressziés modelljeinkbe
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Osztott késleltetésti modellek

A legegyszeriibb dinamikus modell: legyen most csak egyetlen magyarazé valtozénk, csak
épp
Yt = Bo+ 00zt +012t1+ 02zt 2+ ...+ 0pZt—p + Ut

Az idOsor targyidoszaki értékére a korabbi z-k is hatast gyakorolnak...

(]

.. avagy — forditva elmondva ugyanazt — a z mostani valtozasai a jovében fognak kihatni
y-ra
Bi: ha z most megvaltozik, akkor i id6szakkal késobb ez hogyan hat y-ra

Amennyiben véges sok korabbi z hat y-ra (késébb fogjuk latni hogyan hathat végtelen sok
korabbi), akkor véges osztott késleltetésii modellrl (FDL, finite distributed lag)
beszéliink
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Az FDL-modell

@ Ha z konstans, majd egy id6szakra felugrik eggyel nagyobbra, majd utan visszaall a
konstans szintre, akkor a targyidoszaki y [o-lal lesz nagyobb mint az allandésult szintje, az
eggyel késébb y Bi-gyel, .., a p-vel késébbi idészakban B,-val, és a p utani idészakokra
mar nem hat ez a médosulas

@ Ezeket hivjuk rovid tavi hatasmultiplikatornak, értéke tehat az j-edik idészakra épp 3;
o Eppen ezért szokas kiplottolni 3j-t a i-vel szemben

@ A masik tipikus értelmezési keret, hogy z egy adott idészakban felugrik eggyel és dgy is
marad, kérdés, hogy hossz( tdvon mi torténik y-nal

@ Ugyanabban az idészakban [p-lal n6 meg, a kovetkezdben [y + (1-gyel és igy tovabb
@ Ezt hivjuk hossza tava hatasmultiplikatornak, értéke tehat Zf:o Bi
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FDL-modell strukturalatlan becslése

@ Ha a fenti médon egyszeriien megbecsiiljik 3-kat, akkor strukturalatlan becslésrol
beszéliink (mert semmit nem tettiink fel a 5-k értékeirél)

@ A probléma ezzel, hogy nagyon sok esetben egy idGsor egymast kovetd értékei nagyon
korrelaltak — a fenti modellben rendkiviil erés multikollinearitas lesz, a 5-kat csak nagyon
bizonytalanul (hatalmas Cl-vel) tudjuk csak becsiilni

o (Egyiittesen vizsgalhatéak, példaul F-teszttel, vagy a hosszi tavi hatdsmultiplikatort is jol
meg tudjuk becsiilni, csak kilén-kilon nem)
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FDL-modell struktralt becslése, Almon-lag

Exogén valtozés idésormodellek
Id&soros regresszié becslése OLS-sel

o Eppen ezért gyakori, hogy nem teljesen szabadon becsiiljilk §j-ket, hanem feltételeziink
valamilyen struktirat

@ Lényegében: atcseréljiik az eredeti paramétereket kisebb szam, kevésbé multikollineéris
paraméterekre

@ (Persze ennek az az ara, hogy a struktirat el kell taldlnunk, az ugyanis nem az adatokbdl
jon, hanem mi mondjuk meg kiviilrél)

@ Az egyik népszerii valasztds az Almon késleltetési struktira, amikoris azt tételezziik fel,
hogy a Bi-k az i-ben polinomialisak:

n
Bl' = E VVjiJa
Jj=0

ahol n tipikusan kicsi (pl. 2-3)
o Akarmennyi is p, nekiink csak n darab — altalaban mar nem tidl multikollinearis —
paramétert kell becsiilniik

o De még egyszer: fontos, hogy S; tényleg kvadratikus (/kébos/stb.) legyen i-ben
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FDL-modell strukturalt becslése, Koyck-lag (GDL)
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o Egy masik népszerii vélasztas, hogy 3; geometriailag lecsengé i-ben:
Bi = Bor,
ahol természetesen |p| < 1
o (Azt is mondhattuk volna, hogy 5; = pfi—1)

o Ezt hivjak Koyck késleltetési struktaranak

@ Ami nagyon érdekes, hogy ehhez igazabdl az sem kell, hogy csak véges sok késleltetés
|épjen be a modellbe!
@ Nyugodtan lehet az a modelliink, hogy

Ve = Bo+ 00z: + 012e—1 + S2zt—2 + ... + Uy,

nem lesz végtelen sok becsiilendé paraméteriink, hiszen a DL részhez tartozd paraméterek
szama mindenképp 2 (o és p)

@ Tehat értelmesen megbecsiilhet6 a fenti specifikacié is, mintegy végtelen osztott
késleltetésli modellként, a neve geometriai osztott késleltetii modell (GDL, geometric
distributed lag)
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o A rovid tavi hatasmultiplikator tehat 3; = Bop’

@ A hosszl tavi hatasmultiplikator izgalmasabb:

S 8 =S o — oS pr— O
;ﬂ:—;ﬁopl /30;)01 1—,0
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Az eddigiek kombinacioja

o Az eddigiek természetesen kombinalhatdak is: lehet benne tébb z is, akar késleltetve

@ Természetesen lehet vegyesen is (bizonyosak késleltetés nélkiil, masok késleltetéssel, a rend
sem kell, hogy azonos legyen)

@ A jobb oldalra berakhatjuk az eredményvaltozé késleltettjeit is (itt nyilvan egyidejii tagot
nem rakhatunk be...), ezzel AR-hatést is létrehozhatunk
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Egy altalanos modell felé

o Lattuk tehat, hogy a magyarazé valtozé lehet:

o Exogén z (mint a statikus regressziéban)
o Exogén z késleltetettje (mint a DL-ben)
o Az eredményviltozé késleltetettje (mint az AR-ben)

o Kulon-kilon mindegyiket néztilkk mar — lasd a zardjeles megjegyzéseket — de semmi
akadalya, hogy tobbet (vagy akar az dsszeset egyszerre) berakjuk egy modellbe!
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Idésoros regressziok altalanos modellje

Az altalanos modell

@ Mindent Osszetéve:

Ve = Bo + Bixer + Baxer + .. + Bxek + ur = Bo + B xe + u,

ahol x; ; egyarant lehet exogén valtozd, késleltett exogén valtozé vagy késleltetett
eredményvaltozé

@ Formailag teljesen olyan, mint a regresszié keresztmetszetben, van eredményvaltozé és
vannak magyarazévaltozék

o Egyszeriien behlizzuk 6ket egy modellbe — torténetesen nem keresztmetszeti adatok,
hanem id6sorok, de hat az OLS-nek mindegy, szdmok vannak igy is, Ggy is — és siman
megbecsiiljik OLS-sel... j6 otlet ez?

o A kovetkezdkben ezzel fogunk foglalkozni: mi térténik akkor, ha a (3-kat egyszeriien
megbecsiiljiik OLS-sel, milyen feltételek mellett milyen tulajdonsagtiak lesznek az igy
kapott becslések?
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A modellfeltevések és szerepiik

@ A helyzet, és a kérdés teljesen analdg a keresztmetszetnél latottakkal: milyen
modellfeltevések mellett garantalhatéak, hogy az OLS szolgaltatta becsléseknek jé
tulajdonséagaik legyenek?

o Ugy fogjuk végignézni, hogy mindenhol a keresztmetszetivel rakjuk parhuzamba

e Ugyanigy 5 (+1) modellfeltevés lesz
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o Keresztmetszetnél ez volt:

Y =00+ 5iXi+ B2Xo+ ..o+ BiXi +u
és ez igaz mindegyik megfigyelési egységre, és igy az egész mintara is:
Yi = Bo+ B1Xin + BoXiz + ... + BiXik + uj

o Id&sornal pontosan ugyanez a feltétel (legfeljebb i helyett t-t szokas irni)
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o Keresztmetszetnél ez volt:

P(rank X = k) =1

o Idésornal pontosan ugyanez a feltétel
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Szigorli exogenitas

@ Keresztmetszetnél, ha trehanyak voltunk, ez volt:
E(ui | X;) =0,

ha precizek, akkor ez:
E (u,- | é) =0
@ IdGsornal, ha precizek voltunk, pontosan ugyanez a feltétel

e Tehat: minden id6szaki hiba varhat6 érték fiiggetlen minden (akar mas idészakil)
magyarazé valtozétol
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Szigorl és egyidejii exogenitas

A trehanysag azért volt megengedhetd, mert ha fae a mintavétel — ami keresztmetszetnél
egy elfogadhaté feltevés lehet — akkor a preciz tényleg a trehanyra egyszeriisddik

Ez teljesen logikus: ha a kiillonb6z6 mintaelemek fliggetlenek, akkor egy adott id6szaki
hiba az 6sszes tobbi idészaki magyarazé valtozo6tdl nyilvan varhaté érték fliggetlen lesz,
tehat csak az ugyanazon id6szakiktél valé fiiggetlenséget kell megkovetelni

@ IdGsornal, mivel a fae mintavétel itt mar nem elfogadhaté altalanossagban, ez a
trehanysag nem lesz megengedhetd

A tovébbiakban a E (y; | X;) = 0 feltételt egyidejii exogenitasnak, az — erésebb —
E (u; | X) = 0 feltételt szigori (vagy erés) exogenitasnak nevezziik

(Most valik érthetévé, hogy a szigor( exogenitas elnevezésben mit jelent a szigord!)

A standard modellfeltevésben tehat a szigor(i exogenitas szerepel
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A szigorll exogenitas sériilései

@ Természetesen minden, amit keresztmetszetnél is lattunk (pl. kihagyott valtozd, mérési
hiba)
@ Itt azonban mas okok is lehetnek a hattérben:
o Rosszul megragadott dinamika: példaul statikus regressziét becsliink, mikdzben FDL lenne a

helyes
o Az u-beli valtozds nem befolyasolhatja a késébbi x-et (ez meg hogy lehetne? lgy, ha y

értékei visszahatnak a késobbi x-kre, példaul blin6zés regresszalasa a renddri erdk

létszamaval)
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o Keresztmetszetnél ez volt:

07 =D (u; | X) = 0>

o Idésornal pontosan ugyanez a feltétel
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o Keresztmetszetnél ez volt: ha fae a mintavétel, akkor automatikusan teljesiil, kilénben

cov (u,—, uj | é) =0

minden i,j =1,2,....n, i #j
o |désorndl pontosan ugyanez (az utébbi) a feltétel


tamas.ferenci@medstat.hu

o Keresztmetszetnél ez volt:

ul X ~N(0,0°1)

o Idésornal pontosan ugyanez a feltétel
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Osszefoglalva

@ Ha precizen fogalmaztunk, akkor igazabdl a keresztmetszetnél latott feltételek
egy-az-egyben ugyanazok, mint amire itt is sziikség van

@ Most mar elarulhatd, hogy ez nem véletlen: a preciz fogalmazas épp azért kellett, hogy az
ott latott dolgok valdjaban univerzalisak legyenek, tehat ne csak keresztmetszetre
vonatkozzanak, hanem ugyanigy id6sorra is

@ ..ami tulajdonképpen jol érthetd is: a tiszta elmélet egységes kell legyen, hiszen a
valtozéknak ,,mindegy”, hogy 6k most idGésorok, vagy keresztmetszeti adatok, vagy
micsodak
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Az OLS véges mintas tulajdonsagai idésorokra

o Az elsé harom feltétel teljesiilése esetén az OLS szolgéltatta becslések torzitatlanok

@ Ha mind az &t feltétel teljesil, akkor az OLS szolgaltatta becslések ezen feltl hatasosak is
(azaz BLUE-k is)

@ Ha mind az &t feltétel teljesiil, akkor a o2 és a hibak kovarianciamatrixanak OLS
szolgaltatta becslése torzitatlan

@ Ha még a hibanormalitas is teljesiil, akkor az OLS szolgaltatta becslések eloszlasa
normélis, a t (F) statisztikak nulleloszlasai tényleg t-k (F-ek), a szokasos tesztek és a
konfidenciaintervallumok validak
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A keresztmetszeti esethez vald viszony

@ Mindez Iényegében azt jelenti, hogy ezen feltevések teljesiilése esetén az idésoros adatokkal
pontosan ugyandgy hajthatunk végre regressziét, mintha keresztmetszetiek lennének!

o Persze latni kell, hogy ezek rettentd erds feltevések voltak, a gyakorlatban ritkan
teljesiilnek
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Véges (vagy kis-) mintas tulajdonsidg mivolt

Exogén valtozés idésormodellek
Id&soros regresszié becslése OLS-sel

@ A tulajdonsagoknal nem mondtuk semmit a mintanagysagrél: ez azt jelenti, hogy
mintanagysagtdl figgetlenil — azaz minden mintanagysagra — igazak

o llyenkor azt szoktdk mondani, hogy ezek ,kis" mintas (véges mintas) tulajdonsigok voltak

o (A kismintas elég szerencsétlen elnevezés, hiszen természetesen nagy mintdra is igazak,
gyakorlati szempontbdl persze érthetd a kifejezés oka)
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A nagymintas tulajdonsag értelme és sziikségessége

e Nagymintds: nem minden n-re igaz, hanem csak lim,_,, értelemben (szokis még
aszimptotikus tulajdonsagnak is nevezni)

o Fontos, mert a gyakorlatban a véges mintas tulajdonsdgokhoz tartozé feltételek sokszor
nem teljesiilnek, de nagy mintat néha van médunk venni, igy nagyon lényeges annak
vizsgalata, hogy ezzel mit tudunk , kivaltani”

o lgazabdl mar keresztmetszetnél is lattunk egy nagymintas tulajdonsagot: amikor azt
mondtuk, hogy az els6 harom tulajdonsag fennallasa esetén az OLS szolgéltatta becslések

konzisztensek
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Kitéro: idosorok ergodicitasa

o Egy id6sort ergodikusnak neveziink, ha az idében tavoli tagjai — barmely idopontbdl
indulva — figgetlenbe tartanak az id6beni tavolsdguk novekedtével (aszimptotikusan
flggetlenek)

s

o Egy ergodikus id6sorra, ha még stacioner is (és igy létezik u) teljesiil, hogy

o Néha ezzel definialjak az ergodicitist (pontosabban szélva a varhat6 értékben
ergodicitast) — ilyenkor a stacionaritdst meg kell kovetelni, vagy legalabbis évatosan eljarni

o (Természetesen mindig definialhatjuk az I;y,cay id6sort, ilyenkor a varhaté érték
valésziniiség lesz)
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Az ergodicitas tartalma

@ Lényegében azt mondja ki, hogy id6atlag tart a sokasagi — 6sszességi — atlaghoz:
o Azért fontos, mert azt mondja, hogy elég sok elemet megfigyelve (az id8ben — ugye mi csak
ezt tudjuk megtennil!) tényleg tudunk kdvetkeztetni a varhatd értékekre/valésziniiségekre
(ami igazabdl érdekel minket!)
o A nagy szdmok torvényének megfelel&je, illetve altalanositasa (nem kellett a teljes
fliggetlenséget feltenni)

o Néha szokas ezt gyenge fliggéségnek is nevezni
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Ergodicitas és az autokovarianciak

o Erezhetd, hogy ha egyszer az ergodicitas olyasmit kévetel meg, hogy az egyre tavolabbi
értékek egyre fiiggetlenebbek legyenek (a teljes fliggetlenséghez tartva), akkor Gsszefiigg
az autokovariancidkkal — hiszen azok is valami fiiggetlenséggel kapcsolatban 1év6 dolgot
mérnek

o Csakugyan, beldthatd, hogy egy id8sor ergodikus (a varhaté értékre), ha a kovariancidi
nulldba tartanak, mégpedig olyan gyorsan, hogy abszol(t 6sszegezhet6ek is:

oo
Z|%| <00
i=1
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Stacionaritas és ergodicitas

o Egy stacioner idésor nem feltétleniil ergodikus: Y; = X (ahol X egy valésziniiségi valtozd),
azaz az idGsor konstans

o Egy ergodikus idGsor nem feltétlenil stacioner: Y; = at + uy, ahol @ # 0 és
ug ~ N (0,02) fiiggetlenil

o Nagyon sok esetben azonban a ketté ugyanaz (néhol keveredés is van emiatt a
széhasznélatban)
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Az () modellfeltevések

@ Pluszban megkoveteljiik a linearitasnal, hogy az id6sorok legyenek stacionerek és
ergodikusak is
o Cserében viszont
o Szigor (er8s) exogenitas helyett elég lesz az egyidejii exogenitds: E (u; | X;) =0
o Szigorii (er8s) homoszkedaszticitas helyett elég lesz az egyidejii homoszkedaszticitas:
D? (u | X;) = o
e Szigori (erds) autokorrelélatlansag helyett elég lesz az egyidejii autokorrelalatlansag:
cov (u,-,uj |K,7Kj) =0
o (A hibanormalitasrél nem tettiink fel semmit: nem kellett, mert Ggyis aszimptotikus
eredményeink lesznek, ahol a centrélis hatareloszlas tétel kihasznalhaté — ugyanis a fenti
feltételek mellett az is miikédni fog, nem csak a nagy szamok térvénye)
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Az OLS nagymintas tulajdonsagai

@ Az elébb vazolt modellfeltevések koziil az elsé harom teljesiilése esetén az OLS
szolgéltatta becslések konzisztensek

@ Ha mind az 6t teljesiil, akkor az OLS szolgéltatta becslések aszimptotikusan normélisak, a
t (F) statisztikdk nulleloszldsai tényleg t-k (F-ek) aszimptotikusan, a szokdsos tesztek és
a konfidenciaintervallumok aszimptotikusan validak
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