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1. Matematikai emlékezteto

1.1. Valésziniiségszamitas emlékeztetd

Varhato érték
Ki fogjuk hasznalni a kévetkezdoket:

o A véarhaté érték linearis: E (>, X;) = >, EX;
o A véarhaté érték linedris: E (¢X) = cEX

o Konstans varhaté értéke sajat maga: Ec = ¢
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Szoérasnégyzet
Ki fogjuk hasznalni a kévetkezdket:

o A szérasnégyzet nem linedris: D? (3, X;) = 3. D?X; ha X;-k (pdronként) kor-
reldlatlanok (szemben a varhat6 értékkel, ez nem mindig igaz!); ne feledjiik, a
fliggetlenség implikalja a korreldlatlansiagot

o A szérasnégyzet nem linedris: D? (cX) = ¢?D?X

« Konstans szérasnégyzete nulla: D?c = 0

Kovariancia és korrelacio
Ki fogjuk hasznalni a kévetkezdoket:

o A kovariancia/korreldcié bilinedris: cov (Zl Xy > Yj> =2 > cov (X, Yj)
o A kovariancia/korreldcié bilinearis: cov (aX,bY) = abcov (X,Y)
» Konstans mindennel korreldlatlan: cov (¢, X) =0

« Az énkovariancia a variancia: cov (X, X) = D?X

2. A sztochasztikus idosorelemzési iskola
Filozofiai alapok

o Determinisztikus (példaul dekompoziciés idésormodellek) vs. sztochasztikus idé-
sorelemzés

e A determinisztikus iskoldban is van — természetesen — véletlen, csak a szerepe mas:
pusztan arra korlatozodik, hogy az adott iddszaki értéket beallitsa

o A sztochasztikus iskolaban ezzel szemben a véletlen az egész késdbbi lefutast befo-
lyasolja, a véletlennek ,folyamatépité szerepe” van

e Lassunk egy példat, hogy jobban megértsiik mit jelentenek ezek a kissé homalyos
megfogalmazasok!

Példa a két iskolara
e Az egyik idésorunk — sokasdgi modellel megadva — legyen
Yt(D) = at + uy,

ahol o konstans, u; ~ N (0, 02) fliggetleniil



e A masik modell legyen
Y(S) Yt( 1) + a + uy,
(S)

ahol « és u; mint elébb, Y,/ pedig legyen 0

e A tovabbi elemzésekhez hasznos lesz a kovetkezd atalakités:
Yt(s) :Yt(_sl) +at+u = (Yt(_SQ) —I—Oz—l—utq) +oa+u =

t
= [(Yt(_sg+a—|—ut,2>—l—a+ut,1} +a+u7§:...:at+2ui

o Hasonlitanak is, meg nem is...

Hasonlésag
Szamitsuk ki a pu; varhato érték fiiggvényeket:

,uED) =E(at+u) =E(at) +E(uy) =at+0=at
t t

,u§5 E(at—i—Zui):at—i—ZO:at
i=1 i=1

Kiilonbség
Nézziik most meg a o? szérdsnégyzet fiiggvényeket:

atQ(D) =D? (at +w) = D? (at) + D? (wy) = 0 + 0° = 02

5205) _ (aHZuZ) D? (at) + D? <Zuz> —0+ZU

= to?

Az igazi eltérés a viselkedésben

o Ennek sokkal mélyebb magyardzatat kapjuk, ha arra gondolunk, hogy a viselke-
déstik miben més

o Segitség: kidobunk egy nagyon devidns us-t (pl 0 = 1 mellett +5-6t vagy -5-6t),
miben tér el a két idosor késébbi viselkedése?
e Ez a két extrém véglet:

— Az Yt(D)-nél mar a rogtén kovetkezé idépontban sincsen semmilyen hatasa
ennek

— Y;(S)—nél viszont az idGsor egész késdbbi lefutdsdt befolyasolja, csorbitatlanul

e Bizonyos értelemben ugyanazt a trendet jelentik — gondoljunk a varhaté érték
fliggvényre — de mégis teljesen eltérd viselkedéssel



(D)

o Megtestesitik a két iskolat: Y, a linedris trend a determinisztikus szemléletben

(véletlen szerepe: csak az adott idészakra korldtozodik), az Yt(s) a linedris trend
sztochasztikus értelemben (véletlen szerepe: folyamatépité)
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elnevezések

(5)

bolyongéasnak (random walk, RW) is szokds nevezni

Féleg sztochasztikus folyamatos kontextusban az Y,"’-et a = 0 esetén véletlen

3

Rérakok egy babut az origéra a szamegyenesen, dobok egy véletlen szdmot (uy) és
annyival odébb rakom, majd ezt ismétlem — bolyongani fog a szdmegyenesen

(Folytonos hatara a Wiener-folyamat)

Az a # 0 esetben pedig eltolasos véletlen bolyongésrdl (random walk with
drift, RWD) szoktak beszélni

Amennyiben az RW-t log-skélén vessziik, tehat log Y; = log ;1 +u; a modelliink,
Yy # 0 mellett (eredeti skdléra visszavetitve: Yy = Yi_1-uy = Y()-ngl u;; nem a no-
vekmények, hanem a hanyadosok adott fae valtozdk, nagyobb értékeknél nagyobb
ingadozés) akkor geometriai véletlen bolyongéasrdl szokés beszélni (pénziigyes
szOhasznalatban!)

3. ARMA-modellek

3.1.

WN-folyamat

A fehérzaj (WN) folyamat

A folyamat
Ut,

melyre E (u;) = 0, D? (u) = 02 és cov (ug,us) =0 (t # s)
Jele: WN (0,02)

Az eloszlésrol nem mondtunk semmit



o Néha feltessziik, hogy nem csak korreldlatlan, de fiiggetlen is (altaldban nem ez
az alapértelmezés, kiilon kell mondani); egyediil normélis eloszlas feltevése esetén
mindegy

e Zaj: logikus, ez valamilyen teljesen modellezhetetlen, struktira nélkiili folyamat
e De mitél fehér? ..optikai analdgia!

A fény is felfoghaté egy idésornak, hiszen egy elektromagneses rezgés. Itt a spektralis
elemzés nagyon jol érthet6 tartalommal bir, hiszen a fény frekvencidja egész egyszeriien
a szine! (Ilyen értelemben a prizma, mely a réejtett fényt ,szétbontja” 6sszetevo szineire,
igazdbdl nem més, mint egy spektralis elemzés fizikai implementacidjal) Ismert, hogy
a fehér fény az, amely azonosan tartalmaz minden szint; a fenti értelemben tehat a
fehér fény spektruma egy vizszintes egyenes. A két dolog ott kapcsolédik Gssze, hogy
belathatd, hogy a fenti definidlt idosor spektruma szintén egy vizszintes egyenes lesz —
ilyen értelemben tehat a szinek koziil a fehér idésoros megfeleldje.

3.2. MA-modellek
A mozgoéatlagi (MA) modell
A g-ad rendli mozgdatlagi modell (modell, mivel most a sokasidgban specifikdljuk):
Yi = a4+ u + Orug—1 + Oqup—2 + ... + 0wz g,

ahol u; hiba(folyamat), szoktdk itt igy is hivni, hogy innovacié, fehérzaj-folyamatnak
tételezziik fel: uy ~ WN (0, Jg); a és 0;-k valds, o2 pozitiv valés konstans paraméterek

MA(1)-folyamat: varhat6érték-fiiggvény
Kozvetleniil a definicié alapjan (a varhat6érték-képzést ,raeresztve” a definiciéra):

pr=a+0+60;-0=aq,
tehat u, id6fliggetlen

MA(1)-folyamat: szdrasnégyzet-fiiggvény
Kozvetleniil a definicié alapjan (a szérasnégyzet-képzést ,raeresztve” a definicidra):

07 =0+0.+ 0io. = oo (1 +67)
tehat of idéfiiggetlen (ez lesz o)

MA(1)-folyamat: autokovariancia-fiiggvény
Kozvetleniil a definicié alapjan (a kovariancia-képzést ,réeresztve” a definiciéra):

cov (Y3, Y;—1) = cov (o + ug + O1ug—1, 0 + wpq + O1up—2) = ...

Osszesen 9 tag, ebbdl azonban csak 1 nem-nulla (a tobbiben vagy konstans van, vagy
kiilénboz6 idépontokhoz tartozé u-k érintkeznek):

2
... = COV (Hlut_h ut_l) = 910’u,

tehat ez idofiiggetlen, jogos a v jelolés



MA(1)-folyamat: autokovariancia-fiiggvény
Kozvetleniil a definicié alapjdn (a kovariancia-képzést ,raeresztve” a definiciéra):

cov (Y3, Yi_) = cov (o + ug + Orug—1, @ + up—p + O1us—g—1) ,

amiben immar — az el6bbi logikat kdvetve — mindegyik tag nulla ha k > 1.
Osszefoglalva:
o2 (1+67) hak=0

u

e = { 6102 ha k=1

u

0 ha k>1

MA(1)-folyamat: stacionaritas
Az el6bbieket sszerakva (u; idéfiiggetlen, of idéfiiggetlen, v, csak késleltetéstdl fiigg)
tehéat kapjuk, hogy az MA(1) folyamat stacioner.

Mégpedig mindig az (értsd: paraméter-valasztastol fiiggetleniil).

MA(1)-folyamat: korrelogram

o ACF: pi = YTISQ eltlinik 1 késleltetés utan

o PACF: beldthat6, hogy lecsengé (azaz limy_ o, PACF (k) = 0)

MA(q)-folyamatok
oy = « (ugyanazért)
e of =o0. (1467 +605+...402) (ugyanazért)
o ACF g késleltetés utan eltiing (ugyanazért)

o PACEF lecseng$ (ugyanigy kiszamolhaté lenne), adott esetben bonyolultabb min-
tazat szerint

» Mindig stacioner (paraméter-valasztastol fiiggetlentl)!

3.3. AR-modellek

Az autoregressziv (AR) modell
A p-ed rendii autoregressziv modell (modell, mivel most a sokasdgban specifikaljuk):

Yi=a+o1Yi 1+ oY o+ ...+ 0pYip + u,

ahol u; hiba(folyamat), szoktdk itt igy is hivni, hogy innovacié, fehérzaj-folyamatnak
tételezziik fel: uy ~ WN (0, 05); a és ¢i-k valds, o2 pozitiv valés konstans paraméterek



Megjegyzések
o Specidlis esetek: ha p =1 és ¢; = 1, akkor RWD (ha rdadasul a = 0 akkor RW)
o Stacionaritds: ez — szemben az MA-folyamatokkal — nyilvan nem lehet mindig
stacioner, hiszen az RW sem az, de néha lehet az is (pl. p = 1 és ¢1 = 0), a

stacionaritdsnak tehat itt valamilyen — paraméterekre vonatkoz6 — feltétele kell
legyen

o Ennek vizsgalatat késobbre halasztjuk, és most azt mondjuk, hogy teljesiiltek ezek
a feltételek

AR(1) folyamat: varhatéérték-fiiggvény
Vegytik mindkét oldal varhat6oértékét (feltettitk a stacionaritést, E (Y;) = p)
=« + ¢1,LL + O’

mivel a varhatéérték linedris, innen
@

T 16
(91 # 1 kell legyen: 14tni fogjuk, hogy ez tényleg fennéll, ha stacioner)

I

AR(1) folyamat: szérasnégyzet-fiiggvény
Vegyiik mindkét oldal szérasnégyzetét (feltettiik a stacionaritast, D? (Y;) = o?)
o? = ¢%02 + 012“
kihaszndlva, hogy a harom tag korreldlatlan, innen

2
U

1—oF
(|p1] < 1 kell legyen: latni fogjuk, hogy ez tényleg fenndll, ha stacioner)

g
0'2:

AR(1) folyamat: autokovariancia-fiiggvény
Kezdjiik az 1 késleltetéssel (természetesen a stacionaritast most is feltételezziik):

cov (Y;, Y1) = cov(a+ ¢ Yim1 +u, Yiq) =

0.2

- N
idofiiggetlen; innen rekurzivan mehetiink tovabb:
cov (Y3, Yy—g) = cov (a + d1Yio1 + ug, Vi) = d17%-1,

szintén idofiiggetlen, ezekbdl tehat indukcidval kapjuk, hogy

(|¢1] < 1 kell legyen: latni fogjuk, hogy ez tényleg fenndll, ha stacioner)



AR(1) folyamat: autokorrelacié és parcialis autokorrelacio-fiiggvény
Definici6 alapjan az autokovariancia-fiiggvénybél (mivel stacioner):

Yk
pk = = ¢lf7
Yo

tehat az ACF geometriailag lecsengd
Kiilon kellene igazolni, de a mechanika alapjan is elég nyilvanvald, hogy

ha k=1
PACF (k)= ¢/ ™
0 hak>1
Epp az MA(1) ,forditva”: a kettd korrelogramja egymas dudlisa
AR(1) folyamatok RWD-nél latott rekurziv visszafejtése

Yi=a+@nYigtu=a+d (a+d1Yieo+ui1) +u =
—a+pra+ ¢t (a+ 1Y g+ ur o) + drug1 +ug=...

Ha feltételezziik, hogy ,végtelenbdl jon” a folyamat (ekkor a kezdSérték mindegy lesz),

akkor ez
© o o ©
s = OZZ¢Z1 + Zﬁbzlut—i =1- ™ +Z¢Zlut—i
i=0 i=0 i=0

(|p1] < 1 kell legyen: latni fogjuk, hogy ez tényleg fenndll, ha stacioner)

Mint egy MA-modell: ez az AR(1) modell MA (¢ )-reprezentdcidja

AR(p) folyamatok

o Stacionaritast egyelOre itt is feltételezziik
) 1 o o
o Viarhatéérték-fiiggvény: p = P g e—

o Szérasnégyzet-fiiggvény bonyolultabb (az autokovariancidk is megjelennek benne)

o Az ACF lecseng6 (végtelenben 0-ba tart), de mar bonyolultabb mintézat szerint is
lehet

e PACF-bdl az els6 p nem-nulla, a tobbi viszont mar nulla

o Tehat az azonos rendii AR és MA folyamatok korrelogramja &ltaldnossdgban is
egymas dudlisa

o Van MA(oo)-reprezentécidja



3.4. ARMA-modellek

Az autoregressziv-mozgobatlagi (ARMA) modell
A p,q rendli autoregressziv-mozgdatlagi modell (modell, mivel most a sokasidgban
specifikaljuk):

Yi=a+¢1Yi 1+ @Y o+ ...+ ¢pY p+
+up + Orup—1 + Ooug_o + ... 4 Oqup_g,

ahol u; hiba(folyamat), szoktak itt tgy is hivni, hogy innovacié, fehérzaj-folyamatnak
tételezziik fel: uz ~ WN (0, 05); a, ¢i-k és 0;-k valés, o2 pozitiv valés konstans paramé-
terek.

Tulajdonsagok

o Stacionaritdsnak feltétele van (ami csak az AR egyiitthatoktol fiigg)

o Ha fennall, akkor mind az ACF, mind a PACF lecsengé (nem eltiing), lehet, hogy
bonyolultabb mintdzat szerint

o Van MA(co)-reprezentécidja
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