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Ki fogjuk hasznalni a kdvetkezdket:
o A varhat6 érték linedris: E (>, X;) = >, EX;
o A vérhaté érték linedris: E (cX) = cEX
@ Konstans varhato értéke sajat maga: Ec = ¢


tamas.ferenci@medstat.hu
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Szérasnégyzet

Ki fogjuk hasznalni a kdvetkezdket:

o A szérasnégyzet nem linedris: D? (3, X;) = 3, D?X; ha X;-k (péronként) korrel4latlanok
(szemben a varhaté értékkel, ez nem mindig igaz!); ne feledjik, a fliggetlenség implikélja a
korrelalatlansagot

o A szérasnégyzet nem linedris: D? (cX) = c?D?X

o Konstans szérasnégyzete nulla: D?>c =0

Ferenci Tamés tamas.ferenci@medstat.hu A sztochasztikus idésormodellezési filozéfia, és alapelemei


tamas.ferenci@medstat.hu
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Kovariancia és korrelacié

Ki fogjuk hasznalni a kdvetkezdket:
@ A kovariancia/korrelacié bilinedris: cov (ZiX,-,Zj YJ) =2 jcov (X, Y))
@ A kovariancia/korrelacié bilinedris: cov (aX, bY) = abcov (X, Y)
e Konstans mindennel korreldlatlan: cov(c,X) =0

e Az dnkovariancia a variancia: cov (X, X) = D?X

Ferenci Tamés tamas.ferenci@medstat.hu A sztochasztikus idésormodellezési filozéfia, és alapelemei


tamas.ferenci@medstat.hu
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ARMA-modellek

Filozéfiai alapok

Determinisztikus (példaul dekompoziciés idésormodellek) vs. sztochasztikus idésorelemzés

@ A determinisztikus iskoldban is van — természetesen — véletlen, csak a szerepe mas:
pusztan arra korlatozddik, hogy az adott idészaki értéket beallitsa

A sztochasztikus iskoldban ezzel szemben a véletlen az egész késébbi lefutast befolyasolja,
a véletlennek ,folyamatépitd szerepe” van

Lassunk egy példat, hogy jobban megértsiik mit jelentenek ezek a kissé homalyos
megfogalmazésok!
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Példa a két iskolara
@ Az egyik id6sorunk — sokasagi modellel megadva — legyen
Yt(D) = at + u,

ahol « konstans, u; ~ N (0,02) fiiggetleniil

@ A masik modell legyen
Yt(s) = Y( ) 1o+ U

ahol « és u; mint el6bb, YO(S) pedig legyen 0
@ A tovabbi elemzésekhez hasznos lesz a kovetkezo atalakitas:

YO = v fatu = (Y()-l—oz—f—ut 1)+a+ut=
t
:[(Yt(fg—&—a—i—ut,z)—&—a—i—ut,l}+a+ut:...:at+2u,-

@ Hasonlitanak is, meg nem is...
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Szamitsuk ki a p; varhaté érték figgvényeket:

P = E (at + u) = E(at) + E (u;) = at + 0 = at

t t
,ugs) =E (at-i—Zu;) =at+20=at
i=1 i=1
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Nézzitk most meg a o2 szérasnégyzet fiiggvényeket:

UE(D) =D?(at + u;) = D?(at) + D*(u;) =04 0% = 0

t t t
03(5) = D? (at-i-zui) =D? (at) + D? (Zu;) = 0+202 -
i-1 i-1 i-1

= t02
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Az igazi eltérés a viselkedésben

@ Ennek sokkal mélyebb magyarazatat kapjuk, ha arra gondolunk, hogy a viselkedésiik
miben mas
o Segitség: kidobunk egy nagyon devians u;-t (pl 02 = 1 mellett +5-6t vagy -5-6t), miben
tér el a két idGsor késobbi viselkedése?
o Ez a két extrém véglet:
o Az Yt(D)—néI mar a régtén kévetkezs idépontban sincsen semmilyen hatasa ennek
° Yt(s)—nél viszont az id6sor egész késébbi lefutasat befolyasolja, csorbitatlanul
@ Bizonyos értelemben ugyanazt a trendet jelentik — gondoljunk a varhaté érték fiiggvényre
— de mégis teljesen eltérd viselkedéssel
@ Megtestesitik a két iskolat: Yt(D) a linedris trend a determinisztikus szemléletben (véletlen

szerepe: csak az adott id8szakra korlatozédik), az Yt(s) a lineéris trend sztochasztikus
értelemben (véletlen szerepe: folyamatépitd)
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Hogy néznek ki?
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Mas elnevezések

@ Foleg sztochasztikus folyamatos kontextusban az Yt(s)—et a = 0 esetén véletlen
bolyongasnak (random walk, RW) is szokds nevezni

o Rarakok egy babut az origéra a szdmegyenesen, dobok egy véletlen szamot (u;) és
annyival odébb rakom, majd ezt ismétlem — bolyongani fog a szdmegyenesen

o (Folytonos hatara a Wiener-folyamat)

o Az o # 0 esetben pedig eltolasos véletlen bolyongasrdl (random walk with drift, RWD)
szoktak beszélni

@ Amennyiben az RW-t log-skalan vessziik, tehat log Y; = Iog Yio1+ ut a modelliink,
Yo # 0 mellett (eredeti skaléra visszavetitve: Yy = Yi_1-ur = Yo - H, 1 Uj; nem a
névekmények, hanem a hanyadosok adott fae valtozdk, nagyobb értékeknél nagyobb
ingadozas) akkor geometriai véletlen bolyongasrdl szokas beszélni (pénziigyes
sz6hasznélatban!)
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Matematikai emlékezteté
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A fehérzaj (WN) folyamat

A folyamat
ug,
melyre E (u;) = 0, D? (u;) = 02 és cov (u, us) = 0 (t # s)
Jele: WA (0,02)
Az eloszlasrél nem mondtunk semmit

Néha feltessziik, hogy nem csak korreldlatlan, de fiiggetlen is (&ltaldban nem ez az
alapértelmezés, kiilon kell mondani); egyediil normalis eloszlas feltevése esetén mindegy

Zaj: logikus, ez valamilyen teljesen modellezhetetlen, struktira nélkili folyamat

De mitdl fehér? ..optikai analdgia!
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A mozgdatlagd (MA) modell

A g-ad rendii mozgdatlagli modell (modell, mivel most a sokasagban specifikaljuk):
Yt =+ u + 01“1-_1 + GQUt_Q + ...+ unt_q,

ahol u; hiba(folyamat), szokték itt Ggy is hivni, hogy innovaci6, fehérzaj-folyamatnak
tételezziik fel: u, ~ WA (0,02); a és 0;-k valés, o2 pozitiv valés konstans paraméterek
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Kézvetlenil a definicié alapjan (a varhatéérték-képzést ,raeresztve” a definiciéra):

Mt:a+0+91'0:a’

tehat p, id6fiiggetlen
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Kézvetlenil a definicié alapjan (a szérdsnégyzet-képzést , rderesztve” a definiciéra):

07 =0+ 05+ 0300 = 0o (1+65)

tehat o2 idéfiggetlen (ez lesz 7o)
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MA(1)-folyamat: autokovariancia-fliggvény

Kézvetlenil a definicié alapjan (a kovariancia-képzést ,raeresztve” a definiciéra):
cov (Y, Yim1) =cov(a+ up + Orup1, a0+ upq + O1ue2) = ...

Osszesen 9 tag, ebbél azonban csak 1 nem-nulla (a tébbiben vagy konstans van, vagy
kiilonbdzé idépontokhoz tartozd u-k érintkeznek):
co.o=cov(Oiup_1,uiq) = 9103,

tehat ez idéfiiggetlen, jogos a ~y; jelolés
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EIUL S ARMA-modellek

MA(1)-folyamat: autokovariancia-fliggvény

Kozvetlentl a definicié alapjan (a kovariancia-képzést ,raeresztve” a definiciora):
cov (Y, Yiek) =cov(a+ up + O1up—1, 0 + up—g + O1ur k1),

a_miben immar — az elébbi logikat kovetve — mindegyik tag nulla ha k > 1.
Osszefoglalva:
o2 (1 + 0%) ha k=0
Yk =R 6102 ha k=1
0 ha k>1
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Matematikai emlékezteté WUINH T

Hhrm AT P MA-modellek

A sztochasztikus idésorelemzési iskola AR-modellek
ARMA-modellek mocene

MA(1)-folyamat: stacionaritas

Az el8bbieket 8sszerakva (u. idéfiiggetlen, o2 idéfiiggetlen, v, csak késleltetéstdl fiigg) tehat
kapjuk, hogy az MA(1) folyamat stacioner.

Mégpedig mindig az (értsd: paraméter-valasztasté! fiiggetlenil).
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o ACF: py = -:%; eltlinik 1 késleltetés utan
o PACF: belathatd, hogy lecsengd (azaz limy_,oo PACF (k) = 0)
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MA(q)-folyamatok

ur = o (ugyanazért)
o?=02(1+62+63+...+ 02) (ugyanazért)
ACF g késleltetés utan eltiind (ugyanazért)

PACF lecsengd (ugyantgy kiszamolhaté lenne), adott esetben bonyolultabb mintazat
szerint

Mindig stacioner (paraméter-valasztastdl fuggetlenil)!
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Matematikai emlékezteté WOl

f o o 1 MA-modellek

A sztochasztikus idésorelemzési iskola AR-modellek
ARMA-modellek modelle

ARMA-modellek
Az autoregressziv (AR) modell

A p-ed rendii autoregressziv modell (modell, mivel most a sokasagban specifikaljuk):
Yi=a+ oY1+ Yo+ ...+ ¢pYip + Uy,

ahol u; hiba(folyamat), szokték itt Ggy is hivni, hogy innovaci6, fehérzaj-folyamatnak
tételezziik fel: u; ~ WA (0,02); a és ¢;-k valés, o2 pozitiv valés konstans paraméterek
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EIUL S ARMA-modellek

Megjegyzések

@ Specidlis esetek: ha p =1 és ¢ = 1, akkor RWD (ha rdadasul @ = 0 akkor RW)

o Stacionaritas: ez — szemben az MA-folyamatokkal — nyilvdn nem lehet mindig stacioner,
hiszen az RW sem az, de néha lehet az is (pl. p =1 és ¢; = 0), a stacionaritasnak tehit
itt valamilyen — paraméterekre vonatkozé — feltétele kell legyen

@ Ennek vizsgalatat késobbre halasztjuk, és most azt mondjuk, hogy teljesiiltek ezek a
feltételek
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AR(1) folyamat: varhatéérték-fiiggvény

Vegyitk mindkét oldal varhat6értékét (feltettiik a stacionaritast, E(Y;) = p)

H:a+¢1ﬂ+07

mivel a varhatéérték linearis, innen
«

T 1-a
(1 # 1 kell legyen: latni fogjuk, hogy ez tényleg fennall, ha stacioner)

7
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AR(1) folyamat: szérasnégyzet-fiiggvény

Vegyiik mindkét oldal szérasnégyzetét (feltettiik a stacionaritast, D? (Y;) = o2)
0 = ¢30% + o2,

kihasznalva, hogy a harom tag korrelalatlan, innen

2 %

S 1-¢7

(J¢1] < 1 kell legyen: latni fogjuk, hogy ez tényleg fenndll, ha stacioner)

g
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AR(1) folyamat: autokovariancia-fiiggvény
Kezdjitk az 1 késleltetéssel (természetesen a stacionaritast most is feltételezziik):

cov (Y, Vi) =cov(a+ @1 Yot + ug, Yio1) =

o2

=0+¢1 COV(YL‘—l? Yt—l) +0= ¢1U2 = ¢117u¢¥,
-9
id6fuggetlen; innen rekurzivan mehetiink tovabb:
cov (Ye, Yiok) = cov(a+ @1 Yeo1 + e, Vi) = G17k—1,
szintén idofliggetlen, ezekbdl tehat indukcidval kapjuk, hogy

k 2
W= ¢ro’ = ki
1-¢3

(|1 < 1 kell legyen: latni fogjuk, hogy ez tényleg fennéll, ha stacioner)
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AR(1) folyamat: autokorrelacié és parcialis autokorrelacié-fuggvény

Definici6 alapjan az autokovariancia-fiiggvénybél (mivel stacioner):

Tk
Pk = — = d)f)
Yo

tehat az ACF geometriailag lecsengé
Kilén kellene igazolni, de a mechanika alapjan is elég nyilvanval6, hogy

P1 ha k=1
PACE (k) = {0 ha k>1

Epp az MA(1) ,forditva": a kettd korrelogramja egymas dudlisa
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AR(1) folyamatok RWD-nél latott rekurziv visszafejtése

Yi=a+ g Yiat+u=a+oi(a+ 1Yo+ 1) fup =
=a+¢ra+ ¢ (a+d1Yeosz + Ua) + Pre—1 + Ur = ...

Ha feltételezziik, hogy ,végtelenbdl jon" a folyamat (ekkor a kezd6érték mindegy lesz), akkor ez

oo oo o oo
e shus= 4 Y e
i=0 i=0 i=0

(|1] < 1 kell legyen: latni fogjuk, hogy ez tényleg fenndll, ha stacioner)

Mint egy MA-modell: ez az AR(1) modell MA(cc )-reprezenticiéja
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AR(p) folyamatok

Stacionaritast egyeldre itt is feltételezziik

Varhatdérték-fiiggvény: = 1—¢1—¢+—¢
e

Szérasnégyzet-fuggvény bonyolultabb (az autokovariancidk is megjelennek benne)

°
o Az ACF lecsengd (végtelenben 0-ba tart), de mar bonyolultabb mintézat szerint is lehet
@ PACF-bdl az elsé p nem-nulla, a tébbi viszont mar nulla

("]

Tehat az azonos rendli AR és MA folyamatok korrelogramja altalanossagban is egymas

duélisa

@ Van MA(oo)-reprezentacidja
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Az autoregressziv-mozgdatlagi (ARMA) modell

A p, g rendii autoregressziv-mozgdatlagli modell (modell, mivel most a sokasdgban
specifikaljuk):

Yi=a+ oY1+ Yo+ ...+ ¢pYipt
+up+ 0101+ Ooup_o + ...+ unt,q,

ahol u; hiba(folyamat), szokték itt tgy is hivni, hogy innovéacié, fehérzaj-folyamatnak
tételezziik fel: ue ~ WA (0,03); a, ¢i-k és 0;-k valés, o7 pozitiv valés konstans paraméterek.
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o Stacionaritasnak feltétele van (ami csak az AR egyiitthatoktdl figg)

o Ha fennéll, akkor mind az ACF, mind a PACF lecsengd (nem eltiing), lehet, hogy
bonyolultabb mintazat szerint

@ Van MA(oo)-reprezentacidja
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