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Ki fogjuk hasznalni a kévetkezdket:
o A vérhaté érték linedris: E (3, Xi) = >, EX;
@ A vérhatd érték linedris: E (cX) = cEX
@ Konstans varhaté értéke sajat maga: Ec = ¢
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Matematikai emlékezteté

A sztochasztikus idésorelemzési iskola Valésziniiségszamitss emlékeztetd
ARMA-modellek Algebra emlékeztetd
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja
S 7/ 7/ 7
zOrasnégyzet

Ki fogjuk hasznalni a kovetkezoket:

o A szérasnégyzet nem linedris: D? (3", X;) = Y, D2X; ha X;-k
(paronként) korrelalatlanok (szemben a varhat6 értékkel, ez nem
mindig igaz!); ne feledjik, a fuggetlenség implikalja a
korrelalatlansagot

o A szérasnégyzet nem linearis: D? (cX) = c?D?X

o Konstans szérasnégyzete nulla: D?c =0
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Matematikai emlékezteté
A sztochasztikus idésorelemzési iskola Valésziniiségszamita lék
ARMA-modellek Algebra emlékeztetd
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikdja

Kovariancia és korrelacié

Ki fogjuk hasznalni a kévetkezdket:
@ A kovariancia/korrelacié bilinearis:
cov (32X, X2, ¥5) = 52 555 cov (X3, ¥9)
@ A kovariancia/korrelacié bilinedris: cov (aX, bY) = abcov (X, Y)
o Konstans mindennel korreldlatlan: cov(c, X) =0

e Az dnkovariancia a variancia: cov (X, X) = D2X
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Matematikai emlékezteté
A sztochasztikus idsorelemzési iskola Valésziniiségszamitas emlékeztetd
ARMA-modellek Algebra emlékezteté
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

Viltozé, hatvany, polinom, polinom gyoke és inverze

o Legyen x egy valtozd, x¥ egy hatvanya, ekkor
wo + wix + wax? + ...+ wixk = w(x) egy — k-ad fokd, egyvaltozés
— polinom, wq, w1, wy, . ..,wk egyltthatdkkal

o (Az egyltthatdk és a valtozd értéke legegyszeriibb esetben valds
szamok, de ez nem sziikségszer(i)

o Megengedjiik, hogy a fokszam végtelen is lehessen:
w(x) = T wix!

@ Polinom inverze: w™! (x) olyan, hogy w™! (x)w (x) =1

@ Polinom gyoke: az w (x) = 0 egyenlet megoldasa

@ Az algebra alaptétele: egy k-ad foki valds polinomnak k darab —
nem feltétlendl kilonb6zd — gydke van, melyek vagy valdsak, vagy
ha komplexek, akkor konjugalt parokban jonnek

@ Az elébbi miatt egy polinom mindig felirhatd Ggy — gyoktényezds
alak — mint w (x) = (1 - %x) (1 - %x) (1 - 711X) ahol r; az
i-edik gyok
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Matematikai emlékezteté
A sztochasztikus idsorelemzési iskola Valésziniiségszamitas emlékeztetd
ARMA-modellek Algebra emlékezteté
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

Polinom invertalasa

o Példaul 1 — ax inverze 1+ ax + (ax)® + (ax)> + ... (egyesével
egyeztetve az egyltthatdkat)

@ Ez egy hatvanysor, konvergl, ha |ax| < 1

o Altaldnos esethez induljunk ki a gydktényezds alakbél:

[l )2 2] -
(kl_x> (1_32X) ...(1_ij)
:,-1;[1 1+:ix+(rlix) +(r1ix> + ...

@ Ami konvergal, ha minden i-re ‘%X‘ <1

e Ha |x| =1, akkor a feltétel, hogy |ri| > 1, azaz, hogy mindegyik gyok
1-nél nagyobb abszolutértékii legyen, mas széval, hogy a komplex
egységkordn kiviil legyen (ugye a gyokok komplexek is lehetnek)
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Matematikai emlékezteté

A sztochasztikus idésorelemzési iskola
ARMA-modellek

Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

Filozofiai alapok

o Determinisztikus (példaul dekompoziciés idésormodellek) vs.
sztochasztikus idGsorelemzés

@ A determinisztikus iskoldban is van — természetesen — véletlen, csak
a szerepe mas: pusztan arra korlatozdédik, hogy az adott id6szaki
értéket bedllitsa

@ A sztochasztikus iskoldban ezzel szemben a véletlen az egész kés6bbi
lefutadst befolyasolja, a véletlennek , folyamatépitd szerepe” van

o Lassunk egy példat, hogy jobban megértsiik mit jelentenek ezek a
kissé homalyos megfogalmazasok!
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Matematikai emlékezteté

A sztochasztikus idésorelemzési iskola
ARMA-modellek

Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikdja

Példa a két iskolara

@ Az egyik idésorunk — sokasagi modellel megadva — legyen
Yt(D) = at + u,

ahol « konstans, u; ~ N (0,02) figgetlendl
@ A masik modell legyen

Y =v8) +a+tu,
ahol « és u; mint elGbb, YO(S) pedig legyen 0

@ A tovabbi elemzésekhez hasznos lesz a kovetkezo atalakitas:

YO =v® patu = (Yt(f)2+a+ut71)+a+ur:

t t—

— [(Yt(f)3+a+ut_2>+oz+ut_1} tatu=.. . =

t
= at+2u,-
i=1

@ Hasonlitanak is, meg nem is. ..
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Szamitsuk ki a u; varhatd érték fiiggvényeket:

P =B (at+ u) =E(at) + E(u) = at + 0 = at

t t
,u(ts) =K (at+2u;> =at+20:at
i=1 i=1


tamas.ferenci@medstat.hu

Nézzitk most meg a o2 szérasnégyzet fiiggvényeket:

af(D) =D?(at + u) = D? (at) + D? () =04 0° = 0°

t t t
05(5) =D? (at—i—Zu;) =D?(at) + D? (Zu;) = O—I-z:a2 =
i=1 i=1 i=1

= to?
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Matematikai emlékezteté

A sztochasztikus idésorelemzési iskola
ARMA-modellek

Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

Az igazi eltérés a viselkedésben

o Ennek sokkal mélyebb magyarazatat kapjuk, ha arra gondolunk,
hogy a viselkedésiik miben mas

o Segitség: kidobunk egy nagyon devians u;-t (pl 0? = 1 mellett
+5-6t vagy -5-6t), miben tér el a két id6sor késébbi viselkedése?
o Ez a két extrém véglet:
o Az Yt(D)—néI mar a régtén kdvetkezd idépontban sincsen semmilyen
hatasa ennek
° Yt(s)-nél viszont az id8sor egész késébbi lefutasat befolyasolja,
csorbitatlanul
@ Bizonyos értelemben ugyanazt a trendet jelentik — gondoljunk a
varhaté érték figgvényre — de mégis teljesen eltérd viselkedéssel
o Megtestesitik a két iskolat: Yt(D) a linedris trend a determinisztikus
szemléletben (véletlen szerepe: csak az adott idészakra
korlatozédik), az Yt(s) a linedris trend sztochasztikus értelemben

(véletlen szerepe: folyamatépitd)
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Matematikai emlékezteté

A sztochasztikus idésorelemzési iskola
ARMA-modellek

Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

Hogy néznek ki?
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Matematikai emlékezteté

A sztochasztikus idésorelemzési iskola
ARMA-modellek

Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

Hogy néznek ki?
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Matematikai emlékezteté

A sztochasztikus idésorelemzési iskola
ARMA-modellek

Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

Hogy néznek ki?
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Matematikai emlékezteté

A sztochasztikus idésorelemzési iskola
ARMA-modellek

Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

Mas elnevezések

o Féleg sztochasztikus folyamatos kontextusban az Yt(s)—et a=0

esetén véletlen bolyongasnak (random walk, RW) is szokas nevezni

@ Rarakok egy babut az origéra a szdmegyenesen, dobok egy véletlen
szamot (u;) és annyival odébb rakom, majd ezt ismétlem —
bolyongani fog a szdmegyenesen

o (Folytonos hatdra a Wiener-folyamat)

@ Az a # 0 esetben pedig eltolasos véletlen bolyongasrél (random
walk with drift, RWD) szoktak beszélni

@ Amennyiben az RW-t log-skalan vessziik, tehat
log Y: = log Yi—1 + u; a modelliink, Yy # 0 mellett (eredeti skaldra
visszavetitve: Yy = Yi_1-ur = Yy - Hle uj; nem a névekmények,
hanem a hanyadosok adott fae valtozék, nagyobb értékeknél
nagyobb ingadozas) akkor geometriai véletlen bolyongasrdl
szokas beszéIni (pénziigyes széhasznélatban!)
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Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA-modellek AR-modellek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikdja ARMA-modellek

A fehérzaj (WN) folyamat

A folyamat
uta
melyre E (u;) = 0, D? (u;) = 02 és cov (ug, us) = 0 (t # )
Jele: WA (0,02)
Az eloszlasrél nem mondtunk semmit

Néha feltessziik, hogy nem csak korrelalatlan, de fiiggetlen is
(4ltaldban nem ez az alapértelmezés, kiilon kell mondani); egyediil
normélis eloszlas feltevése esetén mindegy

Zaj: logikus, ez valamilyen teljesen modellezhetetlen, struktdra
nélkili folyamat

De mitdl fehér? ... optikai analégia!
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Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA-modellek AR-modellek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja ARMA-modellek

A mozgdatlagd (MA) modell

A g-ad rendii mozgdatlagi modell (modell, mivel most a sokasagban
specifikaljuk):

Yt = + ug + 91ut_1 + 92Ut_2 + . + 9qut_q,
ahol u; hiba(folyamat), szokték itt Ggy is hivni, hogy innovacié,

fehérzaj-folyamatnak tételezziik fel: u; ~ WA (0,02); a és 6;-k valés,
o2 pozitiv valés konstans paraméterek
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'WN-folyamat
MA-modellek
AR-modellek
ARMA-modellek

Kézvetlenil a definicié alapjan (a varhat6érték-képzést ,raeresztve” a
definiciéra):

pr=a+0+4+6;-0=q,
tehat p, idofiiggetlen
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Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA-modellek AR-modellek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja ARMA-modellek

MA(1)-folyamat: szérasnégyzet-fliggvény

Kézvetlenil a definicié alapjan (a szérasnégyzet-képzést , rderesztve” a
definiciéra):
02 =0+ 02+ 002 = o> (1—1—9%)

tehat o2 idéfiiggetlen (ez lesz o)
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Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA-modellek AR-modellek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikdja ARMA-modellek

MA(1)-folyamat: autokovariancia-fliggvény

Kozvetlenil a definicié alapjan (a kovariancia-képzést , raeresztve” a
definiciéra):

cov (Y, Yic1) =cov(a+ us + Or1up—1, a0+ up—q + O1up_n) = ...

bsszesen 9 tag, ebbdl azonban csak 1 nem-nulla (a tobbiben vagy
konstans van, vagy kilénbdzé iddpontokhoz tartozé u-k érintkeznek):

2
co.=cov(Orup_1,up—_1) = 0105,

tehat ez idéfiggetlen, jogos a ~y; jelolés
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Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA-modellek AR-modellek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikdja ARMA-modellek

MA(1)-folyamat: autokovariancia-fliggvény

Kézvetlenil a definici6 alapjan (a kovariancia-képzést ,reresztve” a
definiciéra):

cov (Y, Yiek) =cov(a+ up + Grup 1,0+ up g + O1upg—1),

amiben immar — az elébbi logikat kovetve — mindegyik tag nulla ha k > 1.
Osszefoglalva:
o2 (1+467) hak=0
Yk = { 0102 ha k=1
0 ha k>1
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Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA-modellek AR-modellek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja ARMA-modellek

MA(1)-folyamat: stacionaritas

Az el8bbieket 6sszerakva (p. idéfiiggetlen, o2 idéfiiggetlen, vy csak
késleltetéstd| fugg) tehat kapjuk, hogy az MA(1) folyamat stacioner.

Mégpedig mindig az (értsd: paraméter-valasztasté! fiiggetlendl).
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o ACF: py = -;’f; eltlinik 1 késleltetés utan
o PACF: belathatd, hogy lecsengé (azaz limy_,oo PACF (k) = 0)
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Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA-modellek AR-modellek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja ARMA-modellek

MA(q)-folyamatok

ur = « (ugyanazért)

07 =05 (146034605 +...+02) (ugyanazért)
ACF k késleltetés utan eltiiné (ugyanazért)
PACF lecsengd (ugyantigy kiszamolhaté lenne)

Mindig stacioner (paraméter-valasztastdl fiiggetleniil)!
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Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA tellel AR-modellek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja ARMA-modellek

Az autoregressziv (AR) modell

A p-ed rendii autoregressziv modell (modell, mivel most a sokasdgban
specifikaljuk):

Yi=a+ oY1 +GYio+ ...+ @pYip + Uy,
ahol u; hiba(folyamat), szokték itt Ggy is hivni, hogy innovacié,

fehérzaj-folyamatnak tételezziik fel: u; ~ WA (0,02); a és ¢;-k valés,
o2 pozitiv valés konstans paraméterek
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Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA tellel AR-modellek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikdja ARMA-modellek

Megjegyzések

@ Speciilis esetek: ha p =1 és ¢; = 1, akkor RWD (ha raadasul
a = 0 akkor RW)

o Stacionaritds: ez — szemben az MA-folyamatokkal — nyilvan nem
lehet mindig stacioner, hiszen az RW sem az, de néha lehet az is (pl.
p =1 és ¢; = 0), a stacionaritasnak tehat itt valamilyen —
paraméterekre vonatkozé — feltétele kell legyen

s

@ Ennek vizsgalatat késdbbre halasztjuk, és most azt mondjuk, hogy
teljesiiltek ezek a feltételek
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Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA tellel AR-modellek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja ARMA-modellek

AR(1) folyamat: varhatéérték-fiiggvény

Vegyitk mindkét oldal varhat6értékét (feltettilk a stacionaritast,
E(Y:) =n)
H =0 =+ ¢1N =+ 07

mivel a varhatdérték linearis, innen
«

C1-t
(1 # 1 kell legyen: latni fogjuk, hogy ez tényleg fennall, ha stacioner)

I
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Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA tellel AR-modellek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja ARMA-modellek

AR(1) folyamat: szérasnégyzet-fiiggvény

Vegyiik mindkét oldal szérasnégyzetét (feltettilk a stacionaritast,
]D)2 (Yt) = 0'2)
0* = 10 + 0y,
kihasznalva, hogy a harom tag korrelalatlan, innen
2
2 Oy
- 2
1—¢1

(J¢1] < 1 kell legyen: latni fogjuk, hogy ez tényleg fennall, ha stacioner)

ag
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Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA tellel AR-modellek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikdja ARMA-modellek

AR(1) folyamat: autokovariancia-fiiggvény

Kezdjik az 1 késleltetéssel (természetesen a stacionaritist most is
feltételezziik):

COV(Yt, thl) = Cov (Oé + ¢1 th]_ + U, thl) =

2
Oy

0+ ¢1cov(Yeo1, Yio1) +0 = p10? = ¢117¢27
- %1

idofuggetlen; innen rekurzivan mehetiink tovabb:
COV(Yn Yt—k) = cov (04 + ¢ Yio1 + ug, Yt—k) = O1Vk—1,
szintén id6fiiggetlen, ezekbdl tehat indukcidval kapjuk, hogy

k 2
Ve = ,1(0'2: ¢10u
1—¢7

(Jp1] < 1 kell legyen: latni fogjuk, hogy ez tényleg fenndll, ha stacioner)
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Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA | llek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja ARMA-modellek

AR(1) folyamat: autokorrelacié és parcialis
autokorrelacié-figgvény

Definicié alapjan az autokovariancia-fiiggvénybdl (mivel stacioner):

Yk
Pk = — = ¢I1<7
Yo

tehat az ACF geometriailag lecsengé
Kilon kellene igazolni, de a mechanika alapjan is elég nyilvanvald, hogy

P1 ha k=1
PACE (k) = {0 ha k>1

Epp az MA(1) ,forditva": a kettd korrelogramja egymas dudlisa

Ferenci Tamés tamas.ferenciGmedstat.hu Sztochasztikus id8sormodellek


tamas.ferenci@medstat.hu

Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA | llek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja ARMA-modellek

AR(1) folyamatok RWD-nél latott rekurziv visszafejtése

Yi=a+ 1Yo+ =a+dpi(a+ 1Yo+ u1) +up =
=a+ 1o+ ¢ (+P1Yeoz+ Un) + drup—1 +ur = ...

Ha feltételezziik, hogy ,végtelenbdl jon" a folyamat (ekkor a kezd6érték
mindegy lesz), akkor ez

:aZ(b{H—Zqﬁiut_; = 1:1% +Z¢£m—i
i=0 i=0 i=0

(J¢1] < 1 kell legyen: latni fogjuk, hogy ez tényleg fennall, ha stacioner)

Mint egy MA-modell: ez az AR(1) modell MA(cc )-reprezenticiéja
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Matematikai emlékeztetd WN-folyamat

A sztochasztikus idésorelemzési iskola MA-modellek
ARMA tellel AR-modellek
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikdja ARMA-modellek

AR(p) folyamatok

Stacionaritast egyeldre itt is feltételezzik
. AL e o

o Viarhatbérték-figgvény: u = FEr e —

Syérésné fizaué _ o2

("] ZOraSnegyZet- uggveny g = m

o Az ACF lecsengd (végtelenben 0-ba tart), de mar bonyolultabb
mintazat szerint is lehet

o PACF-bdl az elsé p nem-nulla, a tobbi viszont mar nulla

@ Tehat az azonos rendli AR és MA folyamatok korrelogramja

altalanossagban is egymas duélisa

e Van MA(oo)-reprezentacidja
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Matematikai emlékezteté

A sztochasztikus idésorelemzési iskola
ARMA-modellek

Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikdja

WN-folyamat
MA-modellek
AR-modellek
ARMA-modellek

Az autoregressziv-mozgdatlagli (ARMA) modell

A p, g rendli autoregressziv-mozgdatlagd modell (modell, mivel most a

sokasagban specifikaljuk):

Yi=a+ oY1+ dYio+ ...+ ¢pyt—p+
+ Us + 6‘1ut,1 + 92“!‘72 + ...+ equt7q7

ahol u; hiba(folyamat), szoktak itt Ggy is hivni, hogy innovacié,
fehérzaj-folyamatnak tételezziik fel: u; ~ WAN (0703); «, ¢i-k és 0;-k
valés, 02 pozitiv valés konstans paraméterek.
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Matematikai emlékezteté

A sztochasztikus idésorelemzési iskola
ARMA-modellek

Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

Tulajdonsagok

WN-folyamat
MA-modellek
AR-modellek
ARMA-modellek

@ Stacionaritdsnak feltétele van (ami csak az AR egyiitthat6ktél fiigg)

e Ha fennall, akkor mind az ACF, mind a PACF lecseng6 (nem
eltiing), lehet, hogy bonyolultabb mintazat szerint

@ Van MA(o0)-reprezentacidja
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Matematikai emlékezteté
A sztochasztikus idésorelemzési iskola A késleltetési operator és a késleltetési polinom
ARMA-modellek ARMA-folyamatok reprezentaciéja késleltetési polinomokka
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

A késleltetési operator

(]

Legyen L valami, ami id6sorbdl egy maésik idésort csinél (ha y az
eredeti id8sor, akkor Ly jeldli az djat)

... mégpedig tgy, hogy (Ly), = yt—1

Az egyszerliség kedvéért most fékuszaljunk a minta (realizalédott)
idésorra, ne a sokasagi szemléletre

Fogjuk fel Ggy, mint egy fliggvényt, ami az idokhoz értékeket rendel:
y{L,2,...,T} > Résy:tr y
Az L tehat figgvénybdl egy masik fliggvényt csinal: operdtor
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Matematikai emlékezteté
A sztochasztikus idésorelemzési iskola A késleltetési operator és a késleltetési polinom
ARMA-modellek ARMA-folyamatok reprezentacidja késleltetési polinomokkal
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

A késleltetési operator (precizebben)

A fiiggvény” itt igazabdl egy vektor (y = (y1 y2 - yT)T)
(Ez rendben is van: egy n dimenziés val6s vektor felfoghaté egy
{1,2,...,n} — R figgvényként!)

Ezek a fiiggvények egy vektorteret alkotnak (fliiggvény: a vektortér
eleme, skalarral szorzas: pontonként szorzas, dsszeadas: pontonkénti
bsszeadas), ezt szokas fuggvénytérnek nevezni

A fenti esetben ez megfelel az n-dimenzids valds vektorokkal végzett
szokasos miiveleteknek

Az operator — gy altaldban — igazabdl két vektortér kozti leképezés

A flggvényteres értelmezés miatt mondhattuk azt, hogy az
,operator az, ami fliggvénybdl masik fliggvényt csinal”!
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Matematikai emlékezteté
A sztochasztikus idésorelemzési iskola A késleltetési operator és a késleltetési polinom
ARMA-modellek ARMA-folyamatok reprezentacidja késleltetési polinomokkal
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

A késleltetési operator (precizebben)

@ Ha a vektoros felfogast, és azon beliil is az n-dimenziés valds
vektoroknak valé megfeleltetést vessziik, akkor minden operator
reprezentalhaté métrixszal (hiszen a méatrix az, ami vektorbdl vektort
csinéll)

o Ez aldl a késleltetési operator sem kivétel, példaul:

0000 i 0

1 0 0O . 20 _ |

01 00 ¥3 - ¥3 ’

0 010 Ya Ya
L y

o (Azért, hogy ne véltozzon az id8sor hossza, az 1] els6 eleme legyen
fixen 0)
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Matematikai emlékezteté
A sztochasztikus idésorelemzési iskola A késleltetési operator és a késleltetési polinom
ARMA-modellek ARMA-folyamatok reprezentacidja késleltetési polinomokkal
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

A késleltetési operator hatvanyai

e Micsoda 27

o Konnyen értelmezheté: L(Ly;) = Ly;—1 = yr—2

e Réviden: L%y, =y, »

o Megfeleltetheté a matrixoknak? Igen! Az L matrix négyzete épp a
kettSvel késleltetést valdsitsa meg, azaz L? = L2

@ Szorozzuk Ossze, és ellendrizziik le, hogy ez csakugyan teljesil!
@ Hasonléan LKy, = y, \, tehat ez a k-val késleltetd operator lesz
o (Ideértve azt is, hogy példaul L=y, = y, .1, ,sietteté operator”)
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Matematikai emlékezteté
A sztochasztikus idésorelemzési iskola A késleltetési operator és a késleltetési polinom
ARMA-modellek ARMA-folyamatok reprezentacidja késleltetési polinomokkal
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

A késleltetési polinom

o A késleltetett idésorokat kombinalhatjuk is, példaul
2)/t + 3)/t—1 — 4}’7:—2 = 2)’7: =+ 3L}/t — 4L2}/t = ...
@ Most jon az érdekes rész: ez atirhaté mint

o= (243L-4L) y,

@ Ami fontos, hogy ez nem , szintaktikai manipulacié”, az eldbbi
matrixok nagyon is mutatjak ennek a realitdsat: 21 + 3L — 4L2 épp
az a matrix, amivel raszorozva az idGsorra pont 2y + 3y, — 4yr_o-t
kapjuk!

@ Ennek altaldnositasa a késleltetési polinom:

w(L) :UJ0+UJ1L+W2L2+...+UJkLk7
azaz az operatorokbdl is ugyantgy gyarhatunk polinomot — az el6bb
definialt hatvanyaik segitségével — mint mondjuk valds
ismeretlenekbol

o Ezzel w (L) Yt = WoYr + wi1Yi—1 + WaYi—2 + ... + WkYi—k

@ Természetesen w (L) maga is egy operator
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Matematikai emlékezteté

A sztochasztikus idsorelemzési iskola A késleltetési operétor és a késleltetési polinom
ARMA-modellek ARMA-folyamatok reprezentaci6ja késleltetési polinomokkal
Az ARMA-fol; k mélyebb ikaja

A késleltetési polinom hasznalatanak elonye

Szadmos — egyébként bonyolult — miivelet elvégezhets, mint (jol ismert)
manipulacié polinomokkal: &sszeszorozhatdak, invertalhatbak stb.!
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Matematikai emlékezteté

A sztochasztikus idsorelemzési iskola A késleltetési operator és a késleltetési polinom
ARMA-modellek ARMA-folyamatok reprezentaci6ja késleltetési polinomokkal
Az ARMA-fol; k mélyebb ikaja

ARMA-folyamatok felirasa késleltetési polinomokkal

o Emlékezetoiil:

Yi=a+ oY1+ Yo+ ...+ 0pYipt
+up + 0101+ Ooup_o+ ...+ Qqut_q

o Kicsit atrendezve:

Y: — ¢1Yt—1 - ¢2Yt—2 T eee T ¢th—p =
o+ up+ 0101 +Orup_o+ ...+ 0qut_q
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Matematikai emlékezteté

A sztochasztikus idésorelemzési iskola A késleltetési operator és a késleltetési polinom
ARMA-modellek ARMA folyamatok reprezentécidja késleltetési
Az ARMA-fol k mélyebb ikaja

ARMA-folyamatok felirasa késleltetési polinomokkal

@ Az el6bbiek alapjan ez atirhaté mint
Ye — 1LY — pol?Ye — ... — ¢pLPY, =
=a+ u + 91Lut + 92L2Ut + ...+ aquUt
o Azaz:
(L= 1l — ol® — ... — ¢pLP) Yy =
=a+ (1+ 6L+ 6L+ ...+ 0L9) u;

@ Vezessiink be két késleltetési polinomot:
B (x) =1—p1x — ox® — ... — PpxP és
0(x) = 1—|—01X—|—92X2—|—...—|—9qx"

o Ezekkel az el6bbi egész egyszeriien

O(L)Ye=a—+0(L)u
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Matematikai emlékezteté
A sztochasztikus idsorelemzési iskola A késleltetési operator és a késleltetési polinom
ARMA-modellek ARMA-foly ok rep 4cidja késleltetési
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

ARMA-folyamatok vizsgalata polinomialis reprezentaciéval:
stacionaritas

Az el6bbi egyenletet atalakitva:

Y=o ' (D)a+¢t(L)0(L)u,

Legalabbis, ha ¢ (L) invertalhatd!
Ehhez az kell, hogy a gyokei a polinomnak az egységkdron kivil
legyenek

o Mert az L Ggy viselkedik, mint az 1 abszolitértékii szam (1 az
operatornormaja)

Lényegében azt jelenti, hogy létezik MA(o0)-reprezentacié

Es most jon a lényeg: ez épp a stacionaritas feltétele!

(Persze ez bizonyitast igényel)
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Matematikai emlékezteté
A sztochasztikus idsorelemzési iskola A késleltetési operator és a késleltetési polinom
ARMA-modellek ARMA-foly ok rep 4cidja késleltetési
Az ARMA-folyamatok mélyebb matematikaja

ARMA-folyamatok vizsgalata polinomialis reprezentaciéval:
invertalhatésag

@ Ha viszont 0 (L) gyokei vannak az egységkoron kivil, akkor az egész
AR(00)-folyamatként reprezentalhatd

o llyenkor azt mondjuk, hogy a folyamat invertalhaté

@ Lényegében azt jelenti, hogy az u; is felirhatd Y aktudlis és maltbeli
értékeivel (nem csak forditva)
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