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Erds exogenitas
Heteroszkedaszticitas

Emlékeztetolil

@ Az erbs exogenitasi feltevés sériilésének harom gyakorlatban tipikus
esete van: kihagyott valtozé okozta torzitds (confounding!), mérési
hiba, szimultaneitas

o Az utdbbi ketté meghaladja a mostani kereteket, igy a tovabbiakban
az elsével fogunk foglalkozni
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Valtozdé bevonasanak hatasa a modellre

Vessiik 6ssze ezt a két (demonstracié kedvéért igen kicsi) modellt az
esettanulmany feladatara:

KiadEFt = 339,746 + 0, 637354 JovEFt
(13,783)  (0,0064924)

T =8314 R?=0,5369 F(1,8312)=9637,2 & = 662,02

(standard errors in parentheses)

KiadEFt = 283,172 + 0, 616911 JovEFt + 34, 1727 TLetszam
(16,988)  (0,0074136) (6,0199)

T=8314 R?2=0,5386 F(2,8311)=48528 & =660,78

(standard errors in parentheses)

Miért valtozott meg a jovedelem becsiilt koefficiense?
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Valtozdé bevonasanak hatasa a modellre

e Mondjuk, hogy a bévebb modell irja le a valésigos helyzetet (a
gyakorlatban ezt persze soha nem tudhatjuk, filozéfiai kérdés)

@ Azaz a valds helyzet a masodik regresszié

o Az érdekes, hogy ez alapjan el6re meg tudjuk mondani, hogy az elsé
regresszidban mi lesz a jévedelem egyiitthatéja! (... és ebbdl persze
a véltozas okat is rogton le tudjuk olvasni)
@ A jovedelem ugyanis nem csak a kiadasra hat sztochasztikusan,
hanem Osszefiigg a taglétszammal is:
TLetszam = 1,65553 + 0,000598206 JovEFt
(0,025067)  (1,1807¢-005)
T =8314 R?=0,2359 F(1,8312)=2566,9 & = 1,2040

(standard errors in parentheses)
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Valtozdé bevonasanak hatasa a modellre

@ Ebbdl dsszerakhatjuk a sziikebb regressziéban a jovedelem
egyltthatéjat:

0,637 = 0,617 -+ 0,000598 - 34,17

@ A bdvebb modellben az egyiitthaté 0,617: ennyi a jovedelem direkt
hatdsa (ha egy egységgel né stb.), és itt véget is ér a sztori, mert a
b6évebb modellben a taglétszamot allandé értéken tartjuk (v.6.: c.p.)
ezért nincs jelent6sége a taglétszam és a jovedelem kozti
sztochasztikus kapcsolatnak

@ A sziikebb modellben viszont a jovedelem egységnyi novekedése a
taglétszamot is noveli tendencidjaban, a novekvé taglétszam viszont
(6nmagaban is!) noveli a kiadast, ez lesz az indirekt hatas

o Teljes hatds = direkt hatds + indirekt hatés(ok)
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Valtozdé bevonasanak hatasa a modellre

o A sziikebb regressziéban nem tudjuk izoldIni a taglétszam hatasat:
ha a jovedelem nd, az a bévebb modellben nem tarsul a taglétszam
novekedésével (v.6. a paraméter c.p. értelmezésével), a sziikebb
modellben viszont igen (hiszen ott nem endogén valtozd a
taglétszdm) — a szilkebb modellben a kihagyott valtozén keresztill
terjedd hatasok is beépiilnek az egyiitthatoba

@ Azaz: a bOvebb regresszidval, az (j valtozé bevonasaval védekeztiink
a confounding ellen (kisziirtiik a hatasat: kontrollaltunk az Gjonnan
bevont valtozéra)

@ A gyakorlatban persze nem tudhatjuk, hogy mi a , kihagyott valtoz6”
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A specifikacios torzitas és iranya

@ Akkor van tehat kihagyott valtoz6 okozta torzitas, ha egyszerre
fennall két feltétel: a kihagyott valtozénak van — 6nmagaban —
hatasa az eredményvéltozéra (tehat a S-ja nem nulla), és korreldlt a
bennmaradt magyarazé valtozéval

o Ebbdl addéddan a torzitas irdnya negativ és pozitiv is lehet attdl
fliggben, hogy ez a két tényezd milyen eldjelii

o Belathatd, hogy tobbvaltozds esetben, ha csak egy valtozénak is van
endogenitasi baja, akkor is torzitott lesz az dsszes valtozd becsiilt
koefficiense
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At kedaszticitas és kovetk
A heteroszkedaszticitas tesztelése
A heteroszkedaszticitas kezelése

Er8s exogenitas
Heteroszkedaszticitas

Példa a heteroszkedaszticitasra

El6szor probaljunk szemléletes képet kapni a heteroszkedaszticitasrol:
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o A feltétel: o2 :=D? (5,- | é) = o2 j-t8l fiiggetleniil minden
i=1,2,...,n

o Vagy, ezzel egyenértékiien: E (¢7 | X;) = o2

1
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A heteroszkedaszticitas és kévetkezményei

Er6s exogenitas 2 Z
£ A heteroszkedaszticitds tesztelése

Heteroszkedaszticitas p =
A heteroszkedaszticitas kezelése

A heteroszkedaszticitas okai

A heteroszkedaszticitas oka lehet:

o

(2]

A jelenség természetes velejardja (Id. az élelmiszerfogyasztas, vagy
altalaban a kiadasok példajat: ,,boviilo lehetoségek az izlés
kiélésére™)

Csoportositott adatok hasznélatakor: példiul haztartasonként
atlagoljuk a jovedelmet és az élelmiszerekre forditott kiadast — még
ha egy haztartistag szintjén llandé o2 is a szérasnégyzet, a
csoportositott adatokban ez Jz/n,- lesz, ahol n; az i-edik haztartas
létszdma, ami nagyon is eltérd lesz haztartasrdl-haztartasra (azaz
megfigyelési egységenként)
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A heteroszkedaszticitas és kévetkezményei

Er6s exogenitas 2 Z
£ A heteroszkedaszticitds tesztelése

Heteroszkedaszticitas p =
A heteroszkedaszticitas kezelése

Heteroszkedaszticitas kovetkezményei

Mi torténik, ha a heteroszkedaszticitassal nem térodve, tovabbra is a
szokasos OLS-t alkalmazzuk a becslésre?
@ Ahogy lattuk, az OLS szolgéltatta paraméter-becslések tovabbra is
torzitatlanok és konzisztensek lesznek. . .
@ ...de mar nem lesz hatdsos (elvesziti a BLUE-sagot) — lesz olyan
linedris torzitatlan becslés, aminek kisebb a varianciaja
@ Raadasul a becsiilt standard hibak (illetve altaldban a paraméterek
becsiilt kovariancia-matrixa) még torzitott és inkonzisztens is lesz!
@ A t- és F-statisztikdknak még aszimptotikusan sem lesz t-, illetve
F-eloszlasuk
@ Azaz a tesztek és a paraméterekre adott konfidencia-intervallumok
érvényliiket vesztik

o Az elGrejelzések torzitatlanok lesznek ugyan, de nem hatasosak
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Grafikus médszerek

@ Nem analitikus, de benyomas-szerzésre j6 lehet

@ Reziduum-négyzetek kiplottolasa kiilonféle magyarazévaltozokkal
(vagy a becsiilt eredményviltozdval) szemben:
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Goldfeld—Quandt (GQ) préba

Erds exogenitas
Heteroszkedaszticitas

@ Alapdtlet: rendezziik a mintat azon magyarazé valtoz6 szerint, ami
mentén nem &llandé a feltételes széras (az elébbi példan mondjuk a
jovedelem), vagjuk szét harom részre a mintat eszerint (kis, kozepes
és nagy értékli e valtozd), és hasonlitsuk dssze (F-prébaval) az alsé
és a fels6 régidban a szoérast

o Elonye: egyszerl, intuitiv, kdnnyen atlathatd

e Hatranyai:

o Tudni kell, hogy mely véiltozé mentén nem allandé a széras (és
musz4j, hogy egyetlen ilyet mutassunk)
o Csak akkor jé, ha e valtozé mentén monoton médon véltozik a széras

o Gazdasigtalan, nem haszndl fel minden informaci6t a mintabél (a
kdzépsé részt egyszeriien kidobja a kukabal)

@ A gretl nem is tartalmaz ra el6re megirt parancsot

Ferenci Tamas tamas.ferenci@medstat.hu A standard dellfeltevések, felldi tika
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LM-prébak

@ Mi volna, ha a modell paraméterének tekintenénk, hogy az i-edik
megfigyelési egységnél mekkora a o? feltételes variancia?

e Onmagéban nyilvan rossz 6tlet: lehetetlen lesz megbecsiilni, hiszen
minden paraméterre csak egyetlen megfigyelésiink (az U?
reziduum-négyzet) lesz

o De: egyszerisitsiik a struktirajat! Azaz: feltételezziink egy kevesebb

paraméterre redukalt format, mely meghatirozza a feltételes szorast

evések, elldi tika
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LM-prébak

o Tehat: van elképzelés, hogy mely valtozdk ,felelések” potencidlisan
a heteroszkedaszticitasért, melyek mozgatjadk a hibatag szérasat —
rakjunk erre egy (lineéris regressziés) modellt; par lehetséges példa
erre:

ol =a1+aZp+...+apZp+e
a1+ aZp+ ... +apZip+ e

i

In <0'i2) =ar+axZip+...+apZip+ e

o Itt Zi-k ismert valtozdk, melyek kérét mi hatarozzuk meg, mint amik
~felelhetnek” a nem-alland6 szérasért (ezek természetesen részben
vagy egészben magyarazé6 valtozék is lehetnek az eredeti
regresszidban)

o A o; feltételes szdras helyébe annak a becsl8jét, az |u;| reziduumot
irjuk a segédregresszidban

Ferenci Tamas tamas.ferenci@medstat.hu A standard dellfeltevések, felldi tika
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LM-prébak

@ Akkor nincs heteroszkedaszticitas, ha a segédregresszidban teljesil a
Ho : ap = a3 = ... = ap = 0 nullhipotézis (hiszen ekkor a o;
specialisan &llandé lesz, nekiink épp ez kellett)

Ezt an. LM-elven vizsgaljuk (részletesen lasd késébb), a lényeg,
hogy az erre irdnyul6 préba:

2 Ho 2
LMemp =nR"~ Xp—1>

ahol R? természetesen a segédregresszib tobbszorés determinécios
egyutthatéja

A fenti modellekhez tartozé prébdk nevei rendre:
Breusch—Pagan-préba, Glejser-préba, Harvey—Godfrey-préba (iin.
multiplikativ heteroszkedaszticitasra)

(Valéjdban a prébék eredetileg kicsit mas alakdak, de nagy mintdn
egységesen a fenti formara hozhatdak)
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LM-prébak

o Elonyeik:
o Ezek mar minden informaciét felhasznalnak
o Nem musz3j, hogy a heteroszkedaszticitasért egyetlen valtozé legyen
felel6s
e Hatranyaik:
o Tovabbra is nekiink kell tudnunk, hogy mely véltozé(k) felel6s(ek) a
nem-allandé szérasért
o Hibanormalitast igényelnek és erre érzékenyek

Ferenci Tamas tamas.ferenci@medstat.hu A standard evések, felldi tika
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Breusch—Pagan (BP) préba

o Ezt tartalmazza a heteroszkedaszticitasra iranyulé LM-prébak koziil
beépitetten a gretl

o Még egyszer, a segédregresszidja:
YJ\,2 =a1t+oxlip+...+apZip+ €

o (Valdjaban a jobb oldal helyett egy f (a1 + @ Zip + ... + apZip)
transzformaltat is tekinthetnénk valamilyen f fiiggvénnyel, a préoba
végeredménye ugyanis beldthatdan ugyanaz lesz, ez tehat erre
altalanosodik)

@ Ami fontos: a gretl beépitett probdja mindenképp pontosan a
magyarazé valtozék korét adja meg heteroszkedaszticitasért
potencialisan felel8s valtozokként (tehat nem lehet sem egy
részhalmazat venni, sem tovabbi, kiilsé valtozét bevonni)

@ A hibanormalitasra robusztusabb véltozata: Koenker-préba

Ferenci Tamas tamas.ferenci@medstat.hu A standard dellfeltevések, felldi tika
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White—teszt

Az Osszes eddigi tesztnek még mindig hatranya, hogy tudni kell,
hogy mi mozgatja a heteroszkedaszticitast

A White-préba otlete: ha nincs étletlink, hasznéljunk ,,mindent”,
ami a valtozéinkbdl kinyerhetd (a valdédi ok inkabb az, hogy a
homoszkedaszticitasi feltétel gyengithet6 arra, hogy az interakcidkkal
és a kvadratikus hatasokkal nincs dsszefiiggése £2-nek)

Minden: az 6sszes magyarazé valtozd, az dsszes interakcid, az Osszes
kvadratikus hatas (persze csak ahol van értelme)

Innentdl olyan, mint a BP-préba

Nagy mintas

Tovabbi elénye, hogy a hibanormalitdsra sem annyira érzékeny
Hatranya: itt is érvényesiil a ,minél kevesebb el6feltevésre épit egy
préba, annal gyengébb” elv (itt szemléletesen: nagyon megné a
segédregresszidban a magyarazé véltozék szama) — ha van a priori
informaciénk, hasznaljuk! (itt: ha ismerjik, mi felel a
heteroszkedaszticitasért, erésebb a BP-préba)

Ferenci Tamas tamas.ferenci@medstat.hu A standard Itevések, felldi tika
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Modellspecifikacié valtoztatasa

Erds exogenitas
Heteroszkedaszticitas

e Otlet: gy médositjuk a modellspecifikaciét, hogy az (j
specifikacidban szereplé hiba mar ne legyen heteroszkedasztikus

o Nem-statisztikai jellegii korrekcié: szakmai ismeretet (is) igényel
arrél, hogy vajon mi a jé6 médositott specifikacié

e Nem is univerzélis (nem feltétleniil alkalmazhaté minden esetben)

o Példaul:

o Logaritmélas (Id. a nemlinearitasokrdl sz6lé részt a 6. fejezetben)
o ,Deflalas” (attérés valamilyen méret-jellegii mutatéra leosztott
véltozéra, pl. népességrdl népsiirliségre)

Ferenci Tamas tamas.ferenci@medstat.hu A standard dellfeltevések, felldi tika
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Heteroscedasticity Consistent Covariance Matrix, HCCM

e Otlet: a becsiilt értékek torzitatlanok, azokat hagyjuk békén:
maradjanak ugyanazok, mint a heteroszkedaszticitas figyelmen kiviil
hagyasaval becsiilt modellben

@ A standard hibakkal kéne valamit kezdeni

@ HCCM nevii eljaras képes ezeket korrigélni: robusztus (vagy
Huber-White—Eicker) standard hibak

@ Matematikai részletekkel nem térédiink

Ferenci Tamas tamas.ferenci@medstat.hu A standard dellfeltevések, felldi tika
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Heteroszkedaszticitas

Heteroscedasticity Consistent Covariance Matrix, HCCM

@ Univerzalisan miitkodéképes, nem igényel semmilyen feltevést a
heteroszkedaszticitas struktirajardl (legalabbis nagy mintan: itt
emiatt gyakran automatikusan robusztus standard hibat adnak meg,
esetleg mindkét standard hibat)

@ Viszont ha fennall a homoszkedaszticitas, akkor jobban jarunk a
szokasos standard hibaval, mert annak a kismintas viselkedése is
garantalt (mér csak ezért is érdekes a tesztelés)

o Alapozhatd rd mas teszt is, nem csak a t-préba

tika
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Altalanositott legkisebb négyzetek médszere (GLS)

@ Ez mar a teljes modellt Gjrabecsiili: a becsiilt koefficiensek is masok
lesznek

o Alapdtlet: a hibak kovarianciamatrixa nem skalarmatrix — semmi
baj, feltételezziink egy altalanosabb matrixot, és szdmoljuk azzal
végig a legkisebb négyzetes becslést

o Matematikai részletek nélkiil a végeredmény:
—_— _1
Bcrs = (XTQ_IX) XTQly,

ahol Q a — teljesen altaladnos — feltételes kovarianciamatrix:
Q-E(uuT | x)

@ A baj, hogy ez 6nmagaban csak akkor alkalmazhatd, ha ismerjiik ezt
a Q matrixot, azaz az egyes — feltételes — szérasokat

Ferenci Tamas tamas.ferenci@medstat.hu A standard dellfeltevések, felldi tika
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Sulyozott legkisebb négyzetek médszere (WLS)

@ Van gyakorlati példa arra, amikor — legalabbis konstans szorzé
erejéig — ismerjik a feltételes szérasokat: ha tudjuk, hogy azok mely
valtozéval aranyosak

o Példaul: fogyasztasi egységek szdmaval ardnyos a feltételes széras:
o; = o - F; (a fogyasztasi egységek F; szdma minden megfigyelési
egységre ismert)

@ Ennyi (tehit a konstans szorzd erejéig ismert feltételes sz6rds) mar
elég: ha

Yi= 01+ B Xio+ ... + Bk Xi + i

heteroszkedasztikus is, a

— + B N N
\F \F 2f “VE ' VF

konnyen belathatd, hogy nem lesz az

=pP—=
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Sulyozott legkisebb négyzetek médszere (WLS)

e Ez az (n. silyozott legkisebb négyzetek médszere (WLS, weighted
least squares); nem keverendd Gssze a megfigyelési egységek
stlyozasaval (erre is 1atni fogunk példat)

e Fontos, hogy a stlyok nem becslésbdl szdrmaztak, hanem ismertek
voltak (Id. a fogyasztasi egységek példajat)

o Természetesen egy valtozénal tobb is felhasznilhaté (fogyasztasi
egységek szdma és telepiilés stb.), hogy leirjuk a o;-t és a
fuggvényforma is lehet akarmilyen bonyolult (fogyasztasi egységek
négyzetével aranyos feltételes szérés stb.), a Iényeg, hogy olyan
kifejezést konstrudljunk kizdrélag ismert valtozokbél, mellyel
egyenesen aranyos lesz a feltételes szoras

@ A kulcs az, hogy visszaredukéaljuk egyetlen ismeretlen paraméterre a
feltételes szérasokat (ugyanidgy, ahogy homoszkedaszticitasnél lenne)
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PR A heteroszkedaszticitds tesztelése
Heteroszkedaszticitas

A heteroszkedaszticitas kezelése
Kivitelezheto altalanositott legkisebb négyzetek mddszere

(FGLS)

@ Ha nem ismert a heteroszkedaszticitas struktiraja, akkor mas
megoldas kell, hogy a gyakorlatban alkalmazhaté legyen a GLS

o Egy segédregresszidban az eredeti regresszié reziduumainak
négyzeteit regresszaljuk ki a White-tesztnél latott médon, innen
kapjuk a hiba becsiilt varianciait

o Ezek felhasznalasaval egy silyozott regresszidt szamitunk, amivel
Gjra kozelitjuk a hibak varianciait

e Igy nyeriink — ismert struktdra nélkiil is — becslést a feltételes
szérasra, amit az alapregressziéban a WLS-hez hasonlé médon
alkalmazhatunk a heteroszkedaszticitas korrigalasara

o (A segédregresszidban reziduum-négyzet helyett mast is
alkalmazhattunk volna, ahogy a heteroszkedaszticitasra iranyulé
LM-prébaknal is volt)
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